Mat-1.139Matematiikanerikoistyot

Whitneyn sateewmarjo suihkuararuudessa

KenrickBinghant
41857A,Tf

26.2.1997

http://iwww.hut.firkenny/



Sisaltd

1 Johdanto

2 Singulaarinen systeemisuihkuavaruudessa
2.1 Whitngynsateemaro . . . . . . . . . .. e
2.2 Klassisetratkaisut. . . . . . . ...
2.3 Ratkaiseminesuihkuaaruusmenetelmalla. . . . . . ... ... ... ... .. ...
24 Ongelmia . . . . . . .
24.1 Tapausl . .. .. . . . e e e
2.4.2 TapaukseRjab . . .. . ...
24.3 Tapaus3 . . . . .. e e e

244 Tapauksethjab . ... . . . . . . e

3 Systeeminjatkaminen ja primaaridek ompositio
3.1 Jatkaminen . . . . . .. e e

3.2 Primaaridebmpositio. . . . . .. . ... e

4 Jatkettujen systeemierratkaiseminen
4.1 TapauS2 . . . . . e
4.2 Tapaus3 . . . . . e e e

4.3 Tapauss . . . . e e e

5 Yhteernveto

Merkinnat ja nimitykset

Viitteet

Liite 1: Axiom-komentojonot

10
10
13
15

16

17

18

19



1 Johdanto

Differentiaaligeometrinemenetelman erastavallistendifferentiaaliyhtaldidematkaisumenetelm&ii-
na tarkastellaargeometrisestiifferentiaaliyhtalonmaaraamasgintaa suihkuaaruudessaSuihkuaa-
ruuttavoidaanajatellaR?¢*2:na, jossakoordinaatitovat differentiaaliyhtalérvapaamuuttujaz, ratkaisu
y jasendervaataty; = %, ... y, = L,

Differentiaaliyhtalorratkaisukayr&kulkeetélld pinnalla.Kayransuuntapinnankussakinpisteess@naa-
raytyy, kun huomioidaanliséksi y;:den derivaattaluonneRatkaisukayra&oidaanlaskea numeerisesti
etenemallainapieni aslel kerrallaannain laskettuunsuuntaan.

Jospintaleikkaaitsensa saattaaatkaisukayrarsuunnariaskeminentuottaaongelmia:kun eri lehdilla
kulkevatratkaisukayrakeikkaavattoisensatatkaisukayramulkusuuntaei ole yksikasitteinemiidenleik-
kauspisteessdoskuitenkin ratkaisukayrierkorkeammarkertaluvunderivaatateroazat, voidaansiirtya
korkeammarkertaluvunsuihkuaaruuteenjossaratkaisukéyrakulkevaterilladn,eikdpintaenadeikkaa
itseaan.

Korkeammarkertaluvunderivaatoille saadaamiippuvuuksiaderivoimalla alkuperaistaifferentiaaliyh-
talod x:n suhteenja poistamallapinnastaepaoleellisebsathyddyntdenkommutativisen algebranns.
primaaridelompositiota.

Tassérikoistyossdarkastellaarsimerkkingerastatsensdeikkaazaapintaa,ns.Whitneyn sateewarjoa,
kolmiulotteisessauihkuaaruudessakoskakolme koordinaattiavoidaanajatellax:ksi, y:ksi ja y; :ksi
3! = 6 tavalla, saadaarkuusi erilaistatapaustaNaistd kolmessdeikkauslohdankauttakulkee useita
ratkaisuja.Leikkauslohtasaadaarkaikissakolmessaapauksesékierrettya” siirtymalla neliulotteiseen
avaruuteen.

Differentiaaligeometrinemenetelméoveltuu mydsdifferentiaaliyhtélosysteemienatkaisemiseenol-
loin joudutaartoimimaanvahintaarviidessaulottuvuudesséz, y', y2, yi = Ly, y? = £L4?). Tassa
erikoistydsséon havainnollisuuderja yksinkertaisuudervuoksi rajoituttu tarkastelemaaghdentunte-
mattomarfunktion differentiaaliyhtalita.

Lukijalle lieneeeduksidifferentiaaligeometriaja algebranperuskasitteidetuntemusesimerkiksilah-
teiden[7] ja [8] pohjalta.Koko ajanliikutaankuitenkinR?:ssaja R*:ssajotenensimmaiseruodenkor-
kealouluopinnotmatematiikassantangat riittavan pohjanasianymmartamisellgpdapiirteissaarken-
tieslukuunottamattgrimaaridelompositio-osuutta.

2 Singulaarinen systeemisuihkuavaruudessa

2.1 Whitneyn sateewarjo

Whitneyn sateemarjoksikutsutaaryhtalon
F(xlax27x3) :x%_fc3x§ =0 (1)

ratkaisujoukioa R3:ssa.Se koostuupinnastapuoliavaruudessacs > 0 (ks. kuva 1) seka“sateenar-
jon kahwasta’zy = zo = 0, x3 < 0. Pintaon naistdmielenkiintoisempiosatarkasteltaessgtkossa
differentiaaliyhtaloitajotka saadaamjattelemallaR?:a suihkuaaruutenal; (R x R).

Pinnanpoikkileikkauksetzxo-tasossavat kaksi toisensdeikkaavaa, origon kauttakulkevaa suoraa,



joidenkulmalertoimetovat +, /z3. Poikkileikkauksetr; x3-tasossguolestaamvat paraabelejga xox 3-
tasoss&ayridars = c/x3.
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Kuva 1: Whitneyn sateemarjonpinta

Kyseess&i ole 2-monisto silla pintaleikkaaitsenspitkin positiivistazs-akselia Sitdvoidaankuitenkin
tarkastellanonistonR? osajouklona,jolloin =1, =5 ja z3 ovatR>:n lokaalejakoordinaatteja.

AvaruusR? voidaannyt tulkita suihkuavaruudeksi; (R x R), kun muuttujienzy, z» ja z3 ajatellaan
olevandifferentiaaliyhtalérvapaamuuttujaz, differentiaaliyhtalorratkaisuy ja senderivaattay,; = g—g.
Muuttujatz1, z2 ja x3 voidaansamaistaanuuttujiin z, y jay; kuudellaeri tavalla:

Tl T2 X3
1z y wun
2|z y1 oy
3ly = wun
4y y =«
Syt Ty
6lyi y =z

Talléin yhtal6 (1) maaraaifferentiaaliyhtalon

f(xaya yl) =0, (2)

jonka ratkaisukayrékulkee sateemarjopinnalla.Singulariteetissali silla suoralla,jolla pinta leikkaa
itsensaratkaisurkayttatymiselt&ai senlaskemiseltavoidaanodottagotakin erikoista.



2.2 Klassisetratkaisut

Differentiaaliyhtalollg2) saadaakaikilla eri permutaatioill&klassisetatkaisut:

1. xQ—ylyQ:O@ylzz—; %:T’—;—é—clﬁy:(m?’—i-C)l/?)
2/3
= " =0

-
2. dopi=0en=+L o 3P =51+0 e y=(3+0)
o

1

v -yt =0 & y = =30 & y=ra

V—zpi=0 < ylzi% < Injyl=+2yz+InC & y = CetV® (x > 0)

vyt =0 < y1=xx/y & 2/y=0C %2 & y:(C’:E“%f)2 (y >0)

S o~ W

. 2
V¥ —ryt =0 & y=+yv/r & Inly| :i§x5/2+ln\0\ & y:C’eifcg/2 (x >0)

2.3 Ratkaiseminensuihkuavaruusmenetelmalla

Differentiaaliyhtalo&oidaanlahtedratkaisemaasuihkuaaruudessaumeerisestseuragalla differen-
tiaaligeometrisellanenetelmalld[1, 2, 9]

Pinnanf = 0 tangenttitasgisteess® = (z,y,y1) € Ji(R x R) on 1-kodimensioinertangentti-
avaruuderi’ (J1(R x R)),, aliavaruus

4710} = {v e T(HR xR)), |df(v) = 0}, €)
missa of of of
df:%dw—l-a—ydy—!—a—yldyl e T*(J1(R x R)) 4)

on f:n differentiaali? Koskadifferentiaaliyhtalomatkaisukayriulkeepinnallaf = 0, sentangenttvek-
tori sijaitseetdss&asossa.

Suihkuaaruuderrakenteestai vield kay ilmi, ettdy;:n pitddolla ratkaisukayralldy:n derivaatta:y; =
g—g. Tamaehtovoidaankirjoittaa kontaktimuodon

a1 =dy — yide € T*(J1(R x R)) (5)

avulla a1 (v) = 0, mik& sekinmaéaréél-kodimensioiseraliavaruudeneli tason7 (J1 (R x R))p:ssa?’
Ratkaisukayramangenttvektori sijaitseemydstassdasossa.

Yhtalot

df (v) = a1(v) =0 (6)
maaraavasiis pisteess® aliavaruudenjoka maaraéatkaisukayrarangenttvektorin suunnaryksika-
sitteisesti,jos sendimensioon 1 eli jos tasotleikkaavat toisensaNaidenaliavaruuksienmuodostamaa
kimppuakutsutaarsysteemirdistribuutioksija ratkaisukayradistribuutionintegraalimonistoksi

Josmerkitaantangenttvektorianormaalikannassa

B B vl
U:Ul8—4-028—‘*‘7138—é v2 | =V, (7)
xz Y Y1 3

2FunktiondifferentiaalivastaaR™:n vektorianalyysinJacobinmatriisia,joten yht&lé df (v) = 0 voidaankirjoittaa kenties
tutumminmerkinndinV f - 7 = 0.
*Huomattaloon, ettéayhtélé ar = dy — y1dz = 0 saadaaformaalistikertomallayhtéldy; = 2 dz:lla.



yht&l6t(6) voidaankirjoittaa matriisimuodossa

Av =0, (8)
missa
of  of Of
A= ox dy Oyi (9)
-y 1 0

Distribuutio vastaasiis kussakinpisteessanatriisin A nolla-avaruutta\ (A) = {v | Av = 0}.

Josnyt matriisin A rangion 2 eli dim V' (A) = 1, ratkaisukayra&oidaanlahtedseuraamaaatenemalla
lyhyt aslel distribuution suuntaana projisoimallanéin saatupistetakaisinmonistolle.

2.4 Ongelmia

Joskuitenkindim N'(A) > 1, distribuutio ei maara&atkaisukéyrarsuuntaageika ratkaisukayra&oida
laskeatalla menetelmallaTilanneon téallainenesimerkiksipinnan(2) leikkaussuoralla.

2.4.1 Tapausl
Koskatapauksessasingulariteetissa = y = 0 matriisin
. —Y1 1 0 . —Y1 1 0
- [ ] @

26 =2y —y?
toinenvaakarvi on nollarivi, on distribuutiondimensiodim A/ (A) = 2, jotensingulariteetissaatkaisu-
kayranseuraamineon mahdotonta.

Josklassiseenatkaisuuny = (2° + C)'/3 sijoitetaansingulariteettiz = y = 0, saadaarhtoC' = 0.
Singulariteetirkauttakulkeesiis ainoastaamatkaisuy = x.

2.4.2 Tapaukset2ja 5

Tapauksess2 singulaarisetatkaisutovat sellaisiajoissaxr = y; = 0. Klassiserratkaisunensimmainen
derivaattaon 13
Y=z (% 2+ C’) , (11)

joten kaikki ratkaisutkulkevat singulariteetirkautta.Nyt on edellisenlisdksi seongelma etta“k orkeu-
della” y kulkeenyt kaksiratkaisuajotka vastaaat C:n arvoja

C =+ (12)

Singulariteetissa

-y 1 0
A:
{ 2r  —y? 2yy1]

010
r=y1=0
jotentaasdim N'(A) = 2.

Tapauksessatilanneon samanlainenEnsimmainerderivaattaon

y1:x<0i§>:0, (14)
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kun z = 0, joten kaikki ratkaisutkulkevat singulariteetinkautta.“K orkeudella” y kulkee taaskaksi
ratkaisuajotka vastagat C:n arwjaC' = =+, /y. Distribuutiondimensioon jalleen2, koska

— 1 0 010
A= Y1 ) } - [ } . (15)
—2zy —x° 2y w=y1=0 0 0 0
2.4.3 Tapaus3
Nyt ratkaisuty = =% kulkevatkaikki singulariteetin: = y = 0 kautta.Lisaksi
_ 1 _ 1 (16)

kunz = 0, jotenkaikki ratkaisukayrakulkevat lisdksi“korkeudella”y; = 1. Samarpisteenkauttaei
siis kulje nyt ainoastaalkaksiratkaisuayaandaretormaarératkaisuja Ratkaisukayra&i voidaseurata

singulariteetissgsoska
010
= [ 00 0 } , 17)

jasiisdim N (A) = 2.

2.4.4 Tapaukset4dja 6

Tapauksissd ja 6 singulariteettiei aiheutaongelmia.Yhtélélle saadaarC:n eri arwoilla erilaisia eks-
ponenttimuotoisiaatkaisuja,jotka on maaritelty z:n positiivisilla arwoilla. Niista mitkdéaneivat kulje
singulariteetiny = y; = 0 kautta.

LiséksiC:n arwlla 0 saadaarriviaaliratkaisuy = 0, joka vastad'sateenarjonkahwaa”.

Tapauksessératkaisukayranaaraytyymatriisin

—U1 1 0
A= 18
[ —yi 2y —2xy ] (18)

nolla-avaruudestaMuuallakuintriviaaliratkaisullar, y; # 0, jotenainoastaatriviaaliratkaisullalim AV/(A) >
1. My6s tapauksessamatriisin

o —Y1 1 0
A= [ —y? —2zy 2y} ] (19)

nolla-avaruuson yksiulotteinenkuny; # 0.

3 Systeeminjatkaminen ja primaaridek ompositio

3.1 Jatkaminen

Systeemirnatkamisellatarkoitetaanalkuperéisemifferentiaaliyhtalon
f(xayayl) =0 (20)

7



derivoimistaz:n suhteenjolloin saadaamiusiyhtalo

g(z,y.y1,92) = 0. (21)

Sesaatapauksissd—~6 seuragat muodot:

22 — y?ys — 2yyi =0 (22)
2z — 2yy1y2 — Yy =0 (23)
20y — x)y1 — 2°y2 =0 (24)
2yy1 — 22y1y2 — Y1 =0 (25)
2y1y2 — x°y1 — 2zy =0 (26)
2y1y2 — 2zyy1 —y° =0 (27)

Yhtéalot (2) ja (21) maarittele@at neliulotteisessavaruudessds (R x R) kaksiulotteiseminnan jolla rat-
kaisutkulkevat. Sentangentirmaaraavanyt kaksiyhtaloa.Entinenyhtald df (v) = 0 muuntuumuotoon

(w*df)(v) = df (dm(v)) = 0, (28)

missar : Jo(R x R) 3 (z,y,y1,¥2) — (z,y,51) € Ji(R x R) on kanoninenprojektio. Senliséksi
jatkon differentiaalille

dg dg dg dg N
dg = &rd +<‘9 d+61dy1+6 dys € T*(J2(R x R)) (29)
saadaan
dg(v) = 0. (30)

Kontaktimuotojakiron nyt kaksi.Entisesté&ontaktimuodosta; € 7 (J; (R x R)) saadaakanonisella
projektiollal-muotor*a; € T*(J2(R x R)). Yhtalon

(m"a1)(v) = aq(dm(v)) =0 (31)

lisdksiony,:n derivaattaominaisuudem, = d—y maaritteled yhtalo

az(v) = 0, (32)
missa
Qg = dyl — Y2 dr € T*(JQ(R X R)) (33)
ontoinenkontaktimuoto.Yhtéalot (28), (30), (31) ja (32) ovat nyt matriisimuodossa
Bv =0, (34)
missa
of of 9f
ox Jdy Oy
99 99 99 99
B= dz Oy Oyr  Oy2 (35)
—Y1 1 0 0
—yy 0 1 0
ja
U1
vo | A O 0 0 0
— D — - — —= T (J2(R x R)). 36
v Vs U18x+vgay+vgayl+v48y2 v E (2( X )) ( )
v4



Koskanamayhtal6t ovat differentiaaliyhtalost&onsistentistjatkettujayhtalditd, matriisiaB vastaaan
lineaarikunaukserydin on véahintaéryksiulotteinenJosdim A/ (B) = 1, differentiaaliyhtalorratkaisuja
voidaanlaskeaedellaesitetyllamenetelmalla.

Yhtalon f = 0 maaraédméinta J; (R x R):sséei ole monisto,vaanseleikkaaitsenséjoten ratkaisu-
kayranseuraaminemn mahdotontdeikkauskayrarpisteissajisaksilahellasingulariteettiase voi olla

numeerisestvaikeaa.Jatketun systeemirkohdallatilanne voi olla samanlainenjollioin ratkaisukayran
laskeminenei onnistupinnanleikkauspisteissa.

3.2 Primaaridekompositio

Yhtaldidenf = 0, g = 0 maaraaméagintaavoidaantarkastellgpolynomienf ja g virittdmanideaalin

[8]

Zg = (f,9) = {pf + qg|p jag muuttujienz, y, y1 jay2 polynomejg (37)
affininavarieteetting5]
V(Zyg) = {(z,y,91,92) € J2(R xR) [p(x,y,y1,92) =0 Vp € Isy}. (38)

IdeaaliaZ sanotaarpriméari-ideaaliksj jos ainakunab € T jaa ¢ Z, niin b? € T jollakin p € N.
Prim&aridelompositiokskutsutaarrenkaank ideaalinZ hajotelmaa

-
I=), (39)
k=1
missaprimaari-ideaalitZ;, € R toteuttarat seuragatehdot:

1. MikaanZ; eisisallamuidenideaalieneikkaustaZ; N ---NZy_ 1 NZpy 1 N ---N7Z,.
2. 1; 75 Z;, kunk 75 l.

Primaaridekmpositioon hyddyllinen konstruktio,jos rengas R on Noetherinrengaseli kun jokaisella
R:nideaalillaon aarellinermaaravirittajia:

Lause3.1 Noetherinrenkaanaidolla ideaalilla on yksikasitteinemrimaaridelompositio.
Todistus 6ytyy lahteest§3]. O

Koskatarkasteltaat ideaalitovat aarellisestiritettyja, ideaalilleZ,, voidaansiis muodostagrimaari-
delkompositio

Tig = ﬂ Tk (40)
k=1
Jattamalldeikkaukserideaaleistansapois saadaataajempiideaali

= () I (41)

ke KC{1,2,...,r}
Senvarieteettion vasta&asti pienempikoskavarieteetinpisteille asetetaaenemmamnajoituksia.Sopi-
vallavalinnallavoidaansaadaevarieteettijolla differentiaaliyhtéalomatkaisunanielekaskayrakulkee.

Koskakiinnostukserkohteenaon l&ahinndideaalinvarieteetti,voidaanalkuideaaliensijaantarkastella
niidenradikaali-ideaalejar(Z;,) = {p|p™ € T jollakin n € N}, silla

9



Lause3.2 Josr(Z) onideaalinZ radikaali-ideaali,niin varieteetitl’(Z) ja V' (r(Z)) ovatsamat.

Todistus KoskaselvastiZ C r(Z), niin V(r(Z)) C V(Z), jotenriitté& osoittaaettdV (Z) C V(r(Z)).
Olkoonz € V(Z) mielivaltainen,jolloin siis p(x) = 0 kaikille p € V(Z). Olkoonq € r(Z) mielival-
tainen.Talloin ¢" € 7 jollakin n € N, joten (¢(x))™ = 0 ja siis mydsq(z) = 0. Sitenz € V(r(Z)).

|

Primaaridekmpositioja radikaali-ideaalibn laskettu Axiom-ohjelmiston[6] avulla. Kaytetytkomento-

jonoton esitettyliitteessal.

4 Jatkettujen systeemierratkaiseminen

4.1 Tapaus2

Tapauksessajatko on
9(x,y, 1, 42) = 22 — 2yy1y2 — yi = 0.

Tallin singulariteetissa

2z —y? —2yy1 0 -| 0 0

0
—Y2

0
1

—Y1 1 0 0
—Y2 0 1 0

0

B:{ 2 —2y1y2 —2yy2 — 3y —2yy1J :l 2 0 —2yp
1
x=y1=0 0

(42)
0
0
0 ‘ SN
0

jotendim NV (B) = 2, tasmaélleesilloin kuinyy3 = 1, jolloin B:nvasemmamlakulmars x 3 -alimatriisin
determinantton nolla. Kutenyhtéaldistaf = g = 0 kay ilmi, ratkaisukayrillanimenomaarpéateesingu-

lariteetissayy3 = 1, joten V' (B) ei maaradatkaisukayrasuuntassingulariteetissa.
Ratkaisurseuraamineonnistuukuitenkin hyddynnettaessgrimaaridelompositiota
Ifg =71 NZyN1s,

missa

T = (Y391 Yav1y — T, Yayi@, o°)

— 3 2 2 2 2 2
To = (2y2y1y + v7 — 22, Y1Y, Y21y~ — YT, Y1yz, y°, y°r, T°)
I3 = (y39° — 3yl + 1z — v, vy + 395 —
1,2 2 1,4 2 2
Yoy + SYLT — 1Y, Y2 + U1 — T, Yiy — 7).

Niité vastaaat radikaali-ideaalibvat

r(Z1) = (y2v1, )
r(Z2) = (y1, ¥, @)
r(T3) = (v3y° — Ui + niz — vy, vayiy + 597 — =,
yoyr + Lylz — yry, e + Lyt — iz, yly — 2?).

Huomattakon,ettdideaalinZ, radikaali-ideaalon

r(Zsg) = (vary + 39t — 2, yoyr + Sy57 — y1y, voa® + Syl — w1z, yiy —

10
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jar(Z3):n virittajat saadaarisaamallatamanvirittajiin polynomiysy? — 1yt + yiz — v, ja ettatassa,
kutenmuillakin permutaatioillayiimeisessadeaalissasiintyy alkuperédineryhtalo f = 0.

Jatetaarhuomiotta“mielenkiinnottomat”ideaalitZ; ja Z-, joiden varieteetitovat systeemirsingulari-
teettija origo. Valitaansiis 13, =1s.

Merkitaéanr(Zs):n virittéjia yhtalossg46) esitetyssgarjestyksessd, fo, f3, f1 ja f5. Asettamallaf; =
f2 = 0 saadaamatkaistua

2
—y; £2
Y1 \/?7 (48)
2y
Neli6juurenmerkinerivalinnoillasaataatpinnateivatleikkaatoisiaan sillakun/y — 0, y2 — oo.Kun

namazx:n ja y2:n lausekleetsijoitetaanyhtaldihin fs = 0, f4 = 0 ja fs = 0, netoteutunat identtisesti.
TatenZs:n informaatiosisaltyyjo polynomeihinf; ja fo siinamielessaetta

V(Z3) = V(r(Z3)) = V((f1, f2))- (49)

T =Yy + %y?, Yo =

Taméaon numeeristetaskujenkannaltamukavaa,koskadistribuutio voidaannyt laskeaneliomatriisin

0 o) 0 0
g%l g—? gfﬁ gijﬁ { v 2yy3 —1 S v 20%y
B° — &L e a{;f ayfi Y e guituye oy (50)
-y 1 0 0 —Y1 1 0 0
—y2 0 1 0 —Y2 0 1 0

nolla-avaruudesta.

Lausekleista(48) nahdaanettay--akseliei leikkaapintaal/ (Z3). Tamasopiiyhteenklassisematkaisun

y = (327 + C)** (51)
kanssasikali, ettdainoayhtaldtz = y = y; = 0 toteuttavaratkaisusaadaart':n arwlla 0, jonkatoinen
derivaatta )

2 5 2/3 _
L (327 +0)3 = (222 (52)

lahestyyaaretontakunz — 0.

Kuvassa on piirrettynakolmetapaukser2 ratkaisukayragpidenalkupisteeja niita vastagatklassisen
ratkaisunparametrinC' arvot ovat:

o (z,y.y1,92) = (—2,4,1,-2), C =11

o (z,9.y1,12) = ( 2, V196, *\/;v \3/ 2lfos1> =11

o (z,y.y1,92) = (-1,1,1,-3), C = —

I

NaistakaksiensimmaistaeikkaatoisensasinguIariteetissdxorkeudella\3/12 Kolmaslépaiseesingu-

lariteetinkorkeudella {/ ==. Laskuton tehty Mathematica-ohjelmistoll&ayttaenlahteess#?] esiteltya
ohjelmaa.

Kuvassa3 on piirretty zy-tasoonpisteestd z,y) = (—1, 1) lahtiennumeerisestiaskettu ratkaisu(100
aslelta,toleranssD,001)sekatarkkaratkaisu

y= (32~ 53)

N



Kuva 2: Ratkaisujaapauksessa

Kuva 3: Tarkka(ohutviiva) ja numeerisestiasketturatkaisu(paksuviiva) tapauksessa
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4.2 Tapaus3

TapaukserB kaikki klassisetratkaisut
x

1+Cz

kulkevat J; (R x R):ssépisteen(z, y,y1) = (0,0, 1) kautta,mink&takiaratkaisukayrarsuunnanaske-
minentuossapisteess&i voi onnistua Systeeminjatkaminenauttaasilla toinenderivaatta

y= (54)

-2C
= - = -2 55
v 1+ Cx)? |, ¢ 9

riippuu parametrinC' arvosta.Jatketun systeemindistribuutio on singulariteetissailti kaksiulotteinen,
silla

2xy1 —2y x? 0 0 0 0 0
_ _ 2 _

B_ | 2v1t+2zy2 2y 20z -y) = |2 —2;n 00 ’ (56)

—y1 1 0 0 -1 1 00

—Yo 0 1 0 g0 -y 0 10

jonka3 x 3 -alimatriisindeterminantt2y; — 2y? = 0, onhany; = 1 kaikilla ratkaisuilla.

Eteenpéimpaastaakayttamallgprimaaridelompositiota

Ifg:Z'l NZoNZI3N1y, (57)

missa

2 1.2 2 1 2 4
x°, Jysat — ypx” +y —x, %)

Iy = (4, —32° + vy — yiz, (58)
— Lydya® + Lyoya? + Lyoa® +yia?, —Sdya® + Jyoya® + Sya® + 4% 2t)
Iy = (yoy + oz — 2y7 + 2y1, yo® — 2y1y + 2u1%, y12° — y2).

Niita vastaaat radikaali-ideaalibvat

r(T) = (y, z)
T(IQ) = ( 1 Yy, T )

59
rTy) = (41, v, @) 59)
r(Zy) = (yzy + Yo — 2yF + 2y1, yox® — 2y1y + 2y17, y1z® — yP).

Naistahylataantaas‘mielenkiinnottomina”’muutkuin Z4, jonkavirittéjia merkitaanyhtaléssg59) esi-
tetyssgarjestyksessdy, fo ja f3. Ehtoy; = 1 singulariteetissaaadaatéll6in sijoittamallaf;:n lausek-
keeseen: = y = 0, jolloin saadaan

2y1(1 —y1) =0 < y1=0Vvy =1 (60)
jahuomaamallagettajos y; = 0, saadaapelkastdanriviaaliratkaisuy = 0.

VarieteettiV (Z,) saadaamyt kayttamallapelkastaaryhtaloita f; = 0 ja fo = 0: Josys # 0, niista
voidaanratkaista

_wmClEvi 2w VmED G

Y2 Y2
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ja sijoitettaessaamayhtald f; = 0 toteutuuidenttisestiLausekleissaesiintyvat+- ja F-merkit eivat
nytk&anole osoitussiitd, ettapinta V' (Z3) leikkaisi itsensésilla koskay; = 1 # 0, haarateivat yhdy
missaan.

d>y

Jostaasys = = —2C = 0, voidaanratkaistasuoraan
=0 & (pn=0Vv)y =1 (62)
f2=0 & z=y, (63)

mitk& toteuttavat identtisestiyhtalon f3 = 0. Ratkaisuntangenttivoidaansiis laskea singulariteetissa
neliGmatriisin

Y2 Y2  2—4y1 T+y Y2 Y2 —2 0
_ _ 2 _
Be — 2zys —2y1 2(r—y) = _ 0 2 0 0 (64)
—Y1 1 0 0 -y 1 0 O
vz 0 1 0 Jl.po L-%2 0 1 0

nolla-avaruudestasilla B°:n vasemmamlakulmar x 3 -osamatriisirdeterminantton —2y; = —2 # 0,
silla ratkaisukayralldg, = 1.

e

TING

N/

¥ A\ J

\\\ t‘y!#:.:."
U7 A

Kuva4: Ratkaisujaapauksessa

Kuvassa4 nakyy kolmeratkaisukayragpotka leikkaavat toisensepisteessdz, y,y1) = (0,0, 1). Niiden
alkupisteeja vastaaat klassiserratkaisun(54) parametrinC' arvot ovat:

L (x’y)yl7y2):(7%77%7170)! CZO
L4 (%yaylam):(*%,*i%,%), c=1
b (xayaylayQ):(_%a_%aga_%% C=2.

Ratkaisukayraon laskettuja piirretty nytkin [2]-lahteenohjelmanavulla.
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4.3 Tapausb

Tapauksessamatriisin
2

2zy x —2y1 0 0 O 0 0
2 _ — —
B— 221 + 2y 22 z* — 2y 2y _ 2y 0 2y 0 (65)
—Y1 1 0 0 0 1 0 0
—Y2 0 1 0 w1 =0 —y2 0 1 0

nolla-avaruson singulariteetissaksiulotteinensilla samoinkuin tapauksessanahdaaryhtaloistaf =
g =0, ettay = y%
Primaaridebmpositioksisaadaamyt

Trg =TiNIoNI3N 1y, (66)
missa

Y2y1 — yzx, y1: y1, 932)

= (
= (y1, )
(y2

(67)
= (12 L Ui Y)
14 = (y5 — iz —y— 32, yoyn — Lyia® —yzx, yox —y1 — 127, yi — ya?).
Niita vastaaat radikaali-ideaalibvat
r(Th) = (y1, 2)
r(Z2) = (y1, y) (68)
7(Z3) = (yo — 322, w1, y)
r(Zs) = (v3 — iz —y — 12, yoy1 — dyia® — yz, o —y1 — 227, yi — y2?).

Jatetdanalleen huomiottamuut kuin Z, = 73, ja merkitddnsenvirittajia yhtaloss&68) esiintyvassa
jarjestyksessé, fo, f3ja f1. Yhtalbistdf, = f3 = 0 voidaannyt ratkaistasuoraan

y =5 —yoz’ + 12, Y1 = oz — 32°, (69)
jotkatoteuttavat yhtalot fo = f4 = 0.

Ratkaisukayramangenttimaaraytyysingulariteetissaiis neliomatriisin

[ 23—yl -1 —x 2@,2] 0 -1 0 2y

3.2

o_ | —a% +y 0 -1 =z _ Y2 o — 0

B { —1 1 0 0 J {—yl 1 0 0 J (70)
—Y2 0 1 0 w=y1 =0 —y2 0 1 0

nolla-avaruudestajoka on yksiulotteinenpaitsi,kun ¢, = 0.

Josy, = 0, seuragyhtdlostaf; = 0, ettdy = 0. Tamatilannevastaavain yhta yksittaistéklassistarat-
kaisuaiparametrinC' anontaytyyolla 0, jolloin y = % Talloin mistdanideaalinZs polynomistaei saa-
daehtoazx- eikdys-komponentille jotenratkaisukayrarseuraamineei onnistu.Systeemirjatkaminen
uudelleersaattaistalldin tuottaatuloksia.

Kuvassab on piirrettynakaksitapaukserb ratkaisukayragpidenalkupisteeja niitd vastaaat klassisen
ratkaisun

5 2
Y= (% + C) (71)
parametrinC' arvot ovat:
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Kuva5: Ratkaisujaapauksessa

o (z,y,y1,y2) = (—2,4,—4,4), C =1

—_
ot

b (fCayath) - (_3,%_2-,_ ,%), C=-1.

|

Ratkaisukayrateikkaavat toisensasingulariteetiss&orkeudellal. Huomattalon jalkimmaisenratkai-
sunkohdallamielenkiintoinerkulkeminensateewrarjon“lehdeltd” toiselle“laakson”y = 0 kautta.

5 Yhteernveto

Systeeminatkaminerja primaaridelompositionsoveltaminervaérienrkomponenttieqpoistamiseensoit-
tautui Whitneyn sateewmarjonkohdallatoimivaksimenetelméakssingulariteetinpoistamiseen.

Tapauksessa jai yksittdinenratkaisu,jonka laskeminenei onnistunutJ;(R x R):ssékaaralkuperai-
sensysteeminsingulariteettibhdassaTamatilanne muistuttaatapaukserl tilannetta,jossavain yksi
ratkaisukulki singulariteetirkautta/; (R x R):ssd.Systeemirjatkaminensaattaisauttaamolemmissa
tapauksissanuttasita ei kokeiltu.

Menetelmavaatii jonkin verrankasityotdsenanalysoinnissamitka primaaridelompositionantamista
ideaaleistgatetaarnuomiotta kun halutaamoistaavarieteetinepaoleellisekomponentitJottamenetel-
mastésaataisiirhelppokayttdineralgoritmi, tamaaslel pitaisi saadaautomatisoituaT alldin olisi myo6s

syytaselvittadteoreettisestipnko tallainenylipaataarainamahdollista.
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Merkinnat

L Vastaa

a% Moniston M lokaalinkoordinaatiné suuntainerkantaszektoritangenttiaaruu-
dessdl’'(M)

dé Moniston M koordinaattifunktion{ differentiaalieli 7*(M):n a%:lle duaali-
nenkantavektori

dim V Vektoriavaruudenl” dimensio

J1(R x R) Tavallistenreaalisterdifferentiaaliyhtéaldide®nsimmaisekertaluvunsuinku-
avaruus

J2(R x R) Tavallistenreaalisterdifferentiaaliyhtéaldidenoisenkertaluvunsuinkuaaruus

N Luonnollistenlukujenjoukko {1,2,3,...}

N(A) Matriisin A nolla-azaruus

s Kanoninenprojektio

R Reaalilukujerjoukko

T(M) Moniston M tangentti@aruus

T*(M) T'(M):nduaalieli moniston) tangentti@aruuderlineaaristerfunktionaalien
lineaariararuus

Nimitykset

Distribuutio Distribution 3

Integraalimonisto Integral manifold 3

Jatkaminenjatko Prolongation 3.1

Kontaktimuoto Contactform 2,31

Noetherinrengas Noetheriarring 3.2

Primaaridekmpositio Primarydecomposition 3.2

Suihkuaaruus Jetspace 2.1

Varieteetti Variety 3.2
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Lite 1 Axiom-komentojonot

Primaaridekmpositionlaskemiseeron kaytettyseuragia axiom-komentojonoja:

Tapaus?2

dp:=ODPOL(UP(x,FRAC INT));

y:=makeVariable('y)$dp;

pl.dp:=y.0*y.1**2-x"2; -- tapaus 2
Jread djaprdec

Tapaus3

dp:=ODPOL(UP(x,FRAC INT));

y:=makeVariable('y)$dp;

pl:dp:=y.1*x**2-y.0**2; -- tapaus 3
Jread djaprdec

Tapausb

dp:=ODPOL(UP(x,FRAC INT));

y:=makeVariable('y)$dp;

pl:dp:=y.0*x**2-y.1**2; -- tapaus 5
Jread djaprdec

NaissatalletetaanOrderly  DifferentialPolynomial -tyyppiseenmuuttujaanpl kasiteltava
polynomi f : J1(R x R) — R. Vapaatamuuttujaar merkitdanx:I1a ja ratkaisuay y.0 :lla. Ratkaisun
derivaattojay; ja yo, merkitaany.1 :llajay.2 :lla.

Lopuksikutsutaanaljempanéesitettavadljaprdec -komentojonoa.

Yhteinen osuus:djaprdec

p2:=D(p1);

pzl:=(eval(pl,[y.1=z1,y.0=2]) » DMP([z2,z1,z,x],FRAC INT));
pz2:=(eval(p2,[y.1=z1,y.0=z,y.2=22]) ;. DMP(Jz2,z1,z,X],FRAC INT));
idp:=ideal([pz1,pz2));

radical(idp)

dec:=primaryDecomp(idp);

#dec

for i in 1.#dec repeat output dec.i

for i in 1.#dec repeat output radical(dec.i)

Yhteisessé@suudessaerivoidaanensinpl:lla merkitty polynomi f. N&in saataa jatko g talletetaan
nimellep2.
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Seuragaksipl ja p2 muunnetaarmistributed Multivariate Polynomial  -tyyppisiksija
tallennetaamimille pz1 japz2, koskaprimaaridelompaositioon méariteltyaxiomissavain taméantyyp-
pistenolioidenvirittdmille ideaaleille Naissdpolynomeissanerkitaanz:adedelleerx:l1d, muttay:téaja
senderivaattojay; ja yo merkitdanz:lla, z1:11a ja z2 :lla.

Polynomierpzl japz2 virittdmaideaalitallennetaamuuttujaaridp ja senradikaali-ideaallasketaan
mielenkiinnonvuoksi.Seuragaksilasketaandp :n primaaridelompositioja setallennetaamuuttujaan
dec . Lopuksitulostetaarprimaaridelompositionideaalitsekéniidenradikaali-ideaalit.
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