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1 Johdanto

Differentiaaligeometrinenmenetelmäonerästavallistendifferentiaaliyhtälöidenratkaisumenetelmä.Sii-
nä tarkastellaangeometrisestidifferentiaaliyhtälönmääräämääpintaasuihkuavaruudessa.Suihkuava-
ruuttavoidaanajatella ����� :na,jossakoordinaatitovat differentiaaliyhtälönvapaamuuttuja� , ratkaisu� ja senderivaatat�	��
���������������� � � 
�������� � .
Differentiaaliyhtälönratkaisukäyräkulkeetällä pinnalla.Käyränsuuntapinnankussakinpisteessämää-
räytyy, kun huomioidaanlisäksi ��� :den derivaattaluonne.Ratkaisukäyräävoidaanlaskea numeerisesti
etenemälläainapieniaskel kerrallaannäinlaskettuunsuuntaan.

Jospinta leikkaaitsensä,saattaaratkaisukäyränsuunnanlaskeminentuottaaongelmia:kun eri lehdillä
kulkevatratkaisukäyrätleikkaavattoisensa,ratkaisukäyränkulkusuuntaeioleyksikäsitteinenniidenleik-
kauspisteessä.Joskuitenkinratkaisukäyrienkorkeammankertaluvunderivaatateroavat, voidaansiirtyä
korkeammankertaluvunsuihkuavaruuteen,jossaratkaisukäyrätkulkevaterillään,eikäpintaenääleikkaa
itseään.

Korkeammankertaluvunderivaatoillesaadaanriippuvuuksiaderivoimallaalkuperäistädifferentiaaliyh-
tälöä � :n suhteen,ja poistamallapinnastaepäoleellisetosathyödyntäenkommutatiivisenalgebranns.
primääridekompositiota.

Tässäerikoistyössätarkastellaanesimerkkinäerästäitsensäleikkaavaapintaa,ns.Whitneynsateenvarjoa,
kolmiulotteisessasuihkuavaruudessa.Koskakolme koordinaattiavoidaanajatella � :ksi, � :ksi ja ��� :ksi��� 
�� tavalla, saadaankuusi erilaistatapausta.Näistäkolmessaleikkauskohdankauttakulkeeuseita
ratkaisuja.Leikkauskohtasaadaankaikissakolmessatapauksesa“kierrettyä” siirtymälläneliulotteiseen
avaruuteen.

Differentiaaligeometrinenmenetelmäsoveltuumyösdifferentiaaliyhtälösysteemienratkaisemiseen,jol-
loin joudutaantoimimaanvähintäänviidessäulottuvuudessa(� , � � , � � , � �� 
 ���� � � , � � � 
 ���� � � ). Tässä
erikoistyössäon havainnollisuudenja yksinkertaisuudenvuoksi rajoituttu tarkastelemaanyhdentunte-
mattomanfunktiondifferentiaaliyhtälöitä.

Lukijalle lieneeeduksidifferentiaaligeometrianja algebranperuskäsitteidentuntemusesimerkiksiläh-
teiden[7] ja [8] pohjalta.Koko ajanliikutaankuitenkin � :ssaja  :ssa,jotenensimmäisenvuodenkor-
keakouluopinnotmatematiikassaantanevat riittävänpohjanasianymmärtämisellepääpiirteissään,ken-
tieslukuunottamattaprimääridekompositio-osuutta.

2 Singulaarinensysteemisuihkuavaruudessa

2.1 Whitneyn sateenvarjo

Whitneyn sateenvarjoksikutsutaanyhtälön

!#" � � � � � � � � $ 
 � � �&% � � � �� 
(' (1)

ratkaisujoukkoa � :ssa.Se koostuupinnastapuoliavaruudessa� �*) ' (ks. kuva 1) sekä“sateenvar-
jon kahvasta” � � 
 � � 
+' � � �-, ' . Pintaon näistämielenkiintoisempiosatarkasteltaessajatkossa
differentiaaliyhtälöitä,jotkasaadaanajattelemalla � :a suihkuavaruutena. � " / $

.

Pinnanpoikkileikkaukset� � � � -tasossaovat kaksi toisensaleikkaavaa,origon kauttakulkevaasuoraa,
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joiden
0

kulmakertoimetovat 1#2 � � . Poikkileikkaukset� � � � -tasossapuolestaanovatparaabelejaja � � � � -
tasossakäyriä � � 
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Kuva1: Whitneyn sateenvarjonpinta

Kyseessäei ole2-monisto,sillä pintaleikkaaitsensäpitkin positiivista � � -akselia.Sitävoidaankuitenkin
tarkastellamoniston � osajoukkona,jolloin � � , � � ja � � ovat � :n lokaalejakoordinaatteja.

Avaruus � voidaannyt tulkita suihkuavaruudeksi. � " / $
, kun muuttujien � � , � � ja � � ajatellaan

olevandifferentiaaliyhtälönvapaamuuttuja� , differentiaaliyhtälönratkaisu� ja senderivaatta���6
7��78� .
Muuttujat � � , � � ja � � voidaansamaistaamuuttujiin � , � ja �	� kuudellaeri tavalla:

� � � � � �
1 � � � �
2 � �	� �
3 � � � �
4 � �	� �
5 � � � �
6 �	� � �

Tällöin yhtälö(1) määräädifferentiaaliyhtälön

9 " � � � � ��� $ 
(' � (2)

jonka ratkaisukäyräkulkee sateenvarjopinnalla.Singulariteetissaeli sillä suoralla,jolla pinta leikkaa
itsensä,ratkaisunkäyttätymiseltätai senlaskemiseltavoidaanodottaajotakinerikoista.
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2.2
:

Klassisetratkaisut

Differentiaaliyhtälölle(2) saadaankaikilla eri permutaatioillaklassisetratkaisut:; � � � % � � � � 
('(< � � 
 ��=� = < �8>� 
 � >� ?*@ � < �A
 � � ?*@ ��B �
C � � � % �D� � � 
('(< ���6
 1 �E � < �� � �

B � 
 � =� ?*@ �F< �A
 � � � ?*@ � B � " � ) ' $� � � � % �	� � � 
('(< ���6
� =� = < % �� 
 % �� % @ < �A
 �� �HG �I � � � % � � � � 
('(< � � 
 1 �E � < J KML �NLO
 1 C 2 � ? J K @ < �M
 @#POQ � E � " �SR ' $T � � � �N% � � � 
('(< � � 
 16� 2 �U< C 2 �A
 @ � 1 ��=� < �A
 " @ 1 ��= $ � " � ) ' $� � � � �N% � � � 
('(< ���6
 1 � 2 � < J KML �VLW
 1 �� � �
B � ? J KML @ LX< �M
 @#P Q �� �Y>[Z = " �-R ' $

2.3 Ratkaiseminensuihkuavaruusmenetelmällä

Differentiaaliyhtälöävoidaanlähteäratkaisemaansuihkuavaruudessanumeerisestiseuraavalla differen-
tiaaligeometrisellamenetelmällä.[1, 2, 9]

Pinnan
9 
\' tangenttitasopisteessä] 
 " � � � � �	� $S^ . � " / $

on 1-kodimensioinentangentti-
avaruuden_ " . � " / $�$a`

aliavaruus

b 9�c �ed '�f#
 g ^ _ " . � " / $�$a` L b 9 " g $ 
(' � (3)

missä b 9 
ih 9h �
b � ? h 9h �

b � ? h 9h �	�
b � � ^ _kj " . � " / $l$

(4)

on
9

:n differentiaali.2 Koskadifferentiaaliyhtälönratkaisukäyräkulkeepinnalla
9 
(' , sentangenttivek-

tori sijaitseetässätasossa.

Suihkuavaruudenrakenteestaei vielä käy ilmi, että ��� :n pitääolla ratkaisukäyrällä� :n derivaatta:���m
������ . Tämäehtovoidaankirjoittaakontaktimuodon

n&�6
 b � % ��� b � ^ _kj " . � " / $l$
(5)

avulla no� " g $ 
p' , mikä sekinmäärää1-kodimensioisenaliavaruudeneli tason_ " . � " / $�$a`
:ssä.3

Ratkaisukäyräntangenttivektori sijaitseemyöstässätasossa.

Yhtälöt b 9 " g $ 
(no� " g $ 
(' (6)

määräävätsiis pisteessä] aliavaruuden,joka määrääratkaisukäyräntangenttivektorin suunnanyksikä-
sitteisesti,jos sendimensioon 1 eli jos tasotleikkaavat toisensa.Näidenaliavaruuksienmuodostamaa
kimppuakutsutaansysteemindistribuutioksija ratkaisukäyräädistribuution integraalimonistoksi.

Josmerkitääntangenttivektorianormaalikannassa

gM
qg � hh � ? g � hh � ? g � hh ���sr

g��g �g �


ut � (7)

2FunktiondifferentiaalivastaavVw :n vektorianalyysinJacobinmatriisia,jotenyhtälö xzyW{}|�~&��� voidaankirjoittaa kenties
tutumminmerkinnöin�#y����|���� .

3Huomattakoon,ettäyhtälö ���5��x��6�m����x��#��� saadaanformaalistikertomallayhtälö �������a���� x�� :llä.
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yhtälöt(6) voidaankirjoittaamatriisimuodossa� ts
(' � (8)

missä � 
 78�78� 78�7�� 78�7�� �% ��� ; ' � (9)

Distribuutiovastaasiis kussakinpisteessämatriisin
�

nolla-avaruutta� " � $ 
 d t�L � ts
('Yf .
Josnyt matriisin

�
rangion 2 eli �����S� " � $ 
 ; , ratkaisukäyräävoidaanlähteäseuraamaanetenemällä

lyhyt askel distribuutionsuuntaanja projisoimallanäinsaatupistetakaisinmonistolle.

2.4 Ongelmia

Joskuitenkin � �¡�S� " � $ R ; , distribuutio ei määrääratkaisukäyränsuuntaa,eikäratkaisukäyräävoida
laskeatällämenetelmällä.Tilanneon tällainenesimerkiksipinnan(2) leikkaussuoralla.

2.4.1 Tapaus1

Koskatapauksessa1 singulariteetissa� 
F�A
(' matriisin

� 
 % �	� ; 'C � % C �D�	� % � � ��¢H��¢�£ 

% �	� ; '' ' ' (10)

toinenvaakarivi on nollarivi, on distribuutiondimensio�����S� " � $ 
 C , jotensingulariteetissaratkaisu-
käyränseuraaminenonmahdotonta.

Josklassiseenratkaisuun�s
 " �	� ?¤@ $ ��B � sijoitetaansingulariteetti� 
¥�s
¦' , saadaanehto
@ 
¦' .

Singulariteetinkauttakulkeesiis ainoastaanratkaisu�M
 � .

2.4.2 Tapaukset2 ja 5

Tapauksessa2 singulaarisetratkaisutovatsellaisia,joissa� 
F�	��
(' . Klassisenratkaisunensimmäinen
derivaattaon ���6
 � � � � ?*@

c �aB � � (11)

jotenkaikki ratkaisutkulkevat singulariteetinkautta.Nyt on edellisenlisäksiseongelma,että“korkeu-
della” � kulkeenyt kaksiratkaisua,jotkavastaavat

@
:n arvoja@ 
 1 � � � (12)

Singulariteetissa � 
 % �	� ; 'C � % � � � % C �D� � ��¢H� � ¢�£ 

' ; '' ' ' � (13)

jotentaas� �¡�S� " � $ 
 C .
Tapauksessa5 tilanneonsamanlainen:Ensimmäinenderivaattaon

� � 
 � @ 1 ��= 
(' � (14)
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kun
§ � 
¨' , joten kaikki ratkaisutkulkevat singulariteetinkautta.“Korkeudella” � kulkee taaskaksi
ratkaisua,jotkavastaavat

@
:n arvoja

@ 
 1 2 � . Distribuutiondimensioon jälleen2, koska

� 
 % � � ; '% C � � % � � C ��� ��¢H� � ¢�£ 

' ; '' ' ' � (15)

2.4.3 Tapaus3

Nyt ratkaisut�A
 �� �HG � kulkevat kaikki singulariteetin� 
F�A
(' kautta.Lisäksi

�	��
 ;" ; ?*@ � $ � 
 ; � (16)

kun � 
©' , jotenkaikki ratkaisukäyrätkulkevat lisäksi “korkeudella” � � 
 ;
. Samanpisteenkauttaei

siis kulje nyt ainoastaankaksiratkaisua,vaanääretönmääräratkaisuja.Ratkaisukäyrääei voidaseurata
singulariteetissa,koska

� 
 % ��� ; '% C � �	� C � % � � �Y¢H�O¢�£ 

' ; '' ' ' � (17)

ja siis �����S� " � $ 
 C .
2.4.4 Tapaukset4 ja 6

Tapauksissa4 ja 6 singulariteettiei aiheutaongelmia.Yhtälölle saadaan
@

:n eri arvoilla erilaisiaeks-
ponenttimuotoisiaratkaisuja,jotka on määritelty � :n positiivisilla arvoilla. Niistä mitkääneivät kulje
singulariteetin�M
F�	��
¥' kautta.

Lisäksi
@

:n arvolla 0 saadaantriviaaliratkaisu�A
(' , jokavastaa“sateenvarjonkahvaa”.

Tapauksessa4 ratkaisukäyrämääräytyymatriisin

� 
 % � � ; '% � � � C � % C � �	� (18)

nolla-avaruudesta.Muuallakuin triviaaliratkaisulla� � �	�mª
¥' , jotenainoastaantriviaaliratkaisulla� �¡�S� " � $ R;
. Myös tapauksessa6 matriisin � 
 % � � ; '% � � % C � � C � � � (19)

nolla-avaruusonyksiulotteinen,kun � � ª
(' .

3 Systeeminjatkaminen ja primääridek ompositio

3.1 Jatkaminen

Systeeminjatkamisellatarkoitetaanalkuperäisendifferentiaaliyhtälön

9 " � � � � �	� $ 
(' (20)
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deri
«

voimista� :n suhteen,jolloin saadaanuusiyhtälö

¬ " � � � � ��� � � � $ 
(' � (21)

Sesaatapauksissa1—6seuraavatmuodot:C � % � � � � % C �D� � � 
(' (22)C � % C �D� � � � % � � � 
(' (23)C " � % � $ �	� % � � � � 
(' (24)C �D� � % C � � � � � % � � � 
(' (25)C ���[� � % � � �	� % C � �A
(' (26)C � � � � % C � �D� � % � � 
(' (27)

Yhtälöt (2) ja (21)määrittelevätneliulotteisessaavaruudessa. � " / $
kaksiulotteisenpinnan,jolla rat-

kaisutkulkevat.Sentangentinmääräävätnyt kaksiyhtälöä.Entinenyhtälö
b 9 " g $ 
(' muuntuumuotoon

"� j b 9 $ " g $ 
 b 9 " b N" g $l$ 
(' � (28)

missä
¯® . � " / $±° " � � � � � � � � � $±²³ " � � � � � � $±^ . � " / $

on kanoninenprojektio.Senlisäksi
jatkondifferentiaalille

b ¬M
+h ¬h �
b � ? h ¬h �

b � ? h ¬h ���
b �	� ? h ¬h � �

b � � ^ _kj " . � " / $l$
(29)

saadaan b ¬ " g $ 
(' � (30)

Kontaktimuotojakinonnyt kaksi.Entisestäkontaktimuodostano� ^ _ j " . � " / $l$
saadaankanonisella

projektiolla1-muoto
 j n � ^ _ j " . � " / $l$

. Yhtälön"� j no� $ " g $ 
(n&� " b N" g $�$ 
¥' (31)

lisäksion � � :n derivaattaominaisuuden� � 
 � = ���� = määritteleväyhtälö

n � " g $ 
(' � (32)

missä n � 
 b �	� % � � b � ^ _kj " . � " / $l$
(33)

on toinenkontaktimuoto.Yhtälöt (28), (30), (31) ja (32)ovatnyt matriisimuodossa´ tµ
¥' � (34)

missä

´ 

78�7�� 7��78� 78�78� � '78¶7�� 78¶78� 7�¶78� � 7�¶7�� =% ��� ; ' '% � � ' ; '

(35)

ja

tµ

g �g �g �g I r
Fg��qhh � ? g � hh � ? g � hh � � ? g  hh � �


Fg ^ _ " . � " / $l$ � (36)
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K
·

oskanämäyhtälötovat differentiaaliyhtälöstäkonsistentistijatkettujayhtälöitä,matriisia
´

vastaavan
lineaarikuvauksenydin on vähintäänyksiulotteinen.Jos � �¡�S� "l´ $ 
 ; , differentiaaliyhtälönratkaisuja
voidaanlaskeaedelläesitetyllämenetelmällä.

Yhtälön
9 
¸' määräämäpinta . � " / $

:ssäei ole monisto,vaanseleikkaaitsensä,joten ratkaisu-
käyränseuraaminenon mahdotontaleikkauskäyränpisteissä;lisäksi lähelläsingulariteettiasevoi olla
numeerisestivaikeaa.Jatketunsysteeminkohdallatilannevoi olla samanlainen,jolloin ratkaisukäyrän
laskeminenei onnistupinnanleikkauspisteissä.

3.2 Primääridekompositio

Yhtälöiden
9 
' � ¬¹
º' määräämääpintaavoidaantarkastellapolynomien

9
ja ¬ virittämänideaalin

[8] » �8¶ 
 " 9 � ¬ $ 
 d ] 9 ?*¼ ¬½L ] ja
¼

muuttujien� , � , ��� ja � � polynomejaf (37)

af£ininavarieteettina[5]¾k" » �8¶ $ 
 d " � � � � � � � � � $V^ . � " / $ L ] " � � � � � � � � � $ 
('6¿ ] ^
» �8¶ f � (38)

Ideaalia
»

sanotaanprimääri-ideaaliksi, jos ainakun À�Á ^ » ja À ª^ » , niin Á ` ^ » jollakin ] ^ .
PrimääridekompositioksikutsutaanrenkaanÂ ideaalin

»
hajotelmaa» 
 ÃÄ ¢ �

» Ä � (39)

missäprimääri-ideaalit
» Ä ^ Â toteuttavat seuraavatehdot:

1. Mikään
» Ä ei sisällämuidenideaalienleikkausta

» �&Å�Æ�Æ�Æ�Å » Ä c � Å » Ä � � Å�Æ�Æ�ÆYÅ
»
Ã .

2.
» Ä ª
 » Ç , kun È ª
¥É .

Primääridekompositioon hyödyllinenkonstruktio,jos rengas Â on Noetherinrengaseli kun jokaisellaÂ :n ideaalillaonäärellinenmäärävirittäjiä:

Lause3.1 Noetherinrenkaanaidolla ideaalilla onyksikäsitteinenprimääridekompositio.

Todistus löytyy lähteestä[3]. Ê
Koskatarkasteltavat ideaalitovat äärellisestiviritettyjä, ideaalille

» �8¶ voidaansiis muodostaaprimääri-
dekompositio » �8¶ 
 ÃÄ ¢ �

» Ä � (40)

Jättämälläleikkauksenideaaleistaosapoissaadaanlaajempiideaali»�Ë
�8¶ 
 ÄWÌ8ÍmÎ�Ï ��Ð � ÐÒÑ ÑÒÑ Ð Ã Ó

» Ä � (41)

Senvarieteettion vastaavastipienempi,koskavarieteetinpisteilleasetetaanenemmänrajoituksia.Sopi-
vallavalinnallavoidaansaadasevarieteetti,jolla differentiaaliyhtälönratkaisunamielekäskäyräkulkee.

Koskakiinnostuksenkohteenaon lähinnäideaalinvarieteetti,voidaanalkuideaaliensijaantarkastella
niidenradikaali-ideaalejaÔ " » Ä $ 
 d ] L ]DÕ ^ » jollakin Ö ^ f , sillä

9



Lause
×

3.2 Jos Ô " » $ on ideaalin
»

radikaali-ideaali,niin varieteetit
¾k" » $

ja
¾k" Ô " » $l$ ovat samat.

Todistus Koskaselvästi
»uØ Ô " » $ , niin

¾k" Ô " » $�$ Ø ¾k" » $ , jotenriittää osoittaa,että
¾k" » $ Ø ¾k" Ô " » $�$ .

Olkoon � ^ ¾±" » $ mielivaltainen,jolloin siis ] " � $ 
©' kaikille ] ^ ¾k" » $ . Olkoon
¼ ^ Ô " » $ mielival-

tainen.Tällöin
¼ Õ ^ » jollakin Ö ^ , joten

" ¼ " � $l$ Õ 
U' ja siis myös
¼ " � $ 
U' . Siten � ^ ¾k" Ô " » $�$ .Ê

Primääridekompositioja radikaali-ideaaliton laskettuAxiom-ohjelmiston[6] avulla. Käytetytkomento-
jonotonesitettyliitteessä1.

4 Jatkettujen systeemienratkaiseminen

4.1 Tapaus2

Tapauksessa2 jatko on ¬ " � � � � � � � � � $ 
 C � % C �D� � � � % � � � 
(' � (42)

Tällöin singulariteetissa

´ 

C � % � � � % C �D� � 'C % C ���[� � % C ��� � % � � � � % C �����% � � ; ' '% � � ' ; ' ��¢H���[¢�£



' ' ' 'C ' % C ��� � '' ; ' '% � � ' ; ' � (43)

joten � �¡�S� "l´ $ 
 C , täsmälleensilloin kuin ��� �� 
 ; , jolloin
´

:nvasemmanalakulman
� / �

-alimatriisin
determinanttion nolla.Kutenyhtälöistä

9 
�¬Ù
¯' käy ilmi, ratkaisukäyrillänimenomaanpäteesingu-
lariteetissa�D� �� 
 ; , joten � "l´ $ ei määrääratkaisukäyränsuuntaasingulariteetissa.

Ratkaisunseuraaminenonnistuukuitenkinhyödynnettäessäprimääridekompositiota» �8¶ 
 » �&Å » � Å
»
� � (44)

missä » �6
 " � �� � � � � � � ���[� % � � � � �	� � � � � $»
� 
 " C � � �	�Ú� ? � � ��% C � � � � � � � � � �	�Ú� � % � � � ���Ú� � � � � � � � � � � � $»
� 
 " � �� � � %

�
 �  � ? ��� � % � � � � �	�Ú� ?

�
� � � �N% � �� � � � ? �� � � � � % ���Ú� � � � � � ?

�
� �  ��% ��� � � � � � � % � � $ �

(45)

Niitä vastaavat radikaali-ideaalitovat

Ô " » � $ 
 " � � � � � � $Ô " » � $ 
 " ��� � � � � $Ô " » � $ 
 " � �� � � %
�
 �  � ? ��� � % � � � � �	�Ú� ?

�
� � � �N% � �� � � � ? �� � � � � % �	�Ú� � � � � � ?

�
� �  ��% ��� � � � � � � % � � $ �

(46)

Huomattakoon,ettäideaalin
» ��¶ radikaali-ideaalion

Ô " » �8¶ $ 
 � � � � � ? �� � � ��% � � � � � � ?
�
� � � � � % � � � � � � � � ?

�
� �  �N% � � � � � � � � % � � � (47)
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ja
0 Ô " » � $ :n virittäjät saadaanlisäämällätämänvirittäjiin polynomi � �� � � %

�
 �  � ? ��� � % � , ja ettätässä,

kutenmuillakin permutaatioilla,viimeisessäideaalissaesiintyyalkuperäinenyhtälö
9 
(' .

Jätetäänhuomiotta“mielenkiinnottomat”ideaalit
» � ja

»
� , joiden varieteetitovat systeeminsingulari-

teetti ja origo.Valitaansiis
» Ë
�8¶ 


»
� .

MerkitäänÔ " » � $ :n virittäjiä yhtälössä(46)esitetyssäjärjestyksessä
9 � , 9 � , 9 � , 9  ja

9eÛ
. Asettamalla

9 �6
9 � 
(' saadaanratkaistua

� 
F�D� � � � ? �� � � � � � � 

% � � � 1 C 2 �C � � (48)

Neliöjuurenmerkineri valinnoillasaatavatpinnateivätleikkaatoisiaan,sillä kun 2 � ³ ' , � � ³ÝÜ
. Kun

nämä� :n ja � � :n lausekkeetsijoitetaanyhtälöihin
9 � 
' , 9  
' ja

9ÞÛ 
' , ne toteutuvat identtisesti.
Täten

»
� :n informaatiosisältyyjo polynomeihin

9 � ja
9 � siinämielessä,että¾k" » � $ 
 ¾k" Ô "

»
� $l$ 
 ¾k"l" 9 � � 9 � $l$ � (49)

Tämäonnumeeristenlaskujenkannaltamukavaa,koskadistribuutiovoidaannyt laskeaneliömatriisin

´ Ë 

7�� �78� 78� �7�� 7�� �78� � 7�� �7�� =7�� =78� 78� =7�� 7�� =78� � 7�� =7�� =% ��� ; ' '% � � ' ; '



�	� C �D� �� % ; � % � � � C � � � �% ; � � � � �� � � � ? ��� � ��� �% ��� ; ' '% � � ' ; ' (50)

nolla-avaruudesta.

Lausekkeista(48)nähdään,että� � -akseliei leikkaapintaa
¾k" » � $ . Tämäsopii yhteenklassisenratkaisun

�A
 " � � � ?*@ $ �
B � (51)

kanssasikäli, ettäainoayhtälöt � 
u�Ù
u���ß
à' toteuttava ratkaisusaadaan
@

:n arvolla 0, jonkatoinen
derivaatta � =��� = � � � ?*@ �� 
 �� �

B � � c � B � (52)

lähestyyääretöntä,kun � ³ ' .
Kuvassa2 onpiirrettynäkolmetapauksen2 ratkaisukäyrää,joidenalkupisteetja niitä vastaavatklassisen
ratkaisunparametrin

@
arvot ovat:

á " � � � � ��� � � � $ 
 % C � I � ; � %
Û â

,
@ 
 % ;Y;

á " � � � � ��� � � � $ 
 % C � >2 ;�ã � � % >  ä � > � £
â

�  £ � ,
@ 
 ;Y;

á " � � � � � � � � � $ 
 % ; � ; � ; � % � � ,
@ 
 % ä .

Näistäkaksi ensimmäistäleikkaatoisensasingulariteetissakorkeudella >2 ;YC�; . Kolmasläpäiseesingu-

lariteetinkorkeudella >  lå�çæ . Laskuton tehtyMathematica-ohjelmistollakäyttäenlähteessä[2] esiteltyä
ohjelmaa.

Kuvassa3 on piirretty � � -tasoonpisteestä
" � � � $ 
 " % ; � ; $ lähtiennumeerisestilaskettu ratkaisu(100

askelta,toleranssi0,001)sekätarkkaratkaisu

�A
 � � � % ä �
B � � (53)
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Kuva2: Ratkaisujatapauksessa2
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Kuva3: Tarkka(ohutviiva) ja numeerisestilasketturatkaisu(paksuviiva) tapauksessa2
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4.2
è

Tapaus3

Tapauksen3 kaikki klassisetratkaisut �A
 �; ?*@ � (54)

kulkevat . � " / $
:ssäpisteen

" � � � � ��� $ 
 " ' � ' � ; $ kautta,minkätakiaratkaisukäyränsuunnanlaske-
minentuossapisteessäei voi onnistua.Systeeminjatkaminenauttaa,sillä toinenderivaatta

� � 

% C @" ; ?*@ � $ � ��¢�£ 
 %

C @
(55)

riippuu parametrin
@

arvosta.Jatketunsysteemindistribuutio on singulariteetissasilti kaksiulotteinen,
sillä

´ 

C � �	� % C � � � 'C � � ? C � � � % C � � C " � % � $ �	�% �	� ; ' '% � � ' ; ' ��¢H�O¢�£



' ' ' 'C � � % C � � ' '% ��� ; ' '% � � ' ; ' � (56)

jonka
� / �

-alimatriisindeterminantti
C ��� % C � � � 
(' , onhan�	�6
 ; kaikilla ratkaisuilla.

Eteenpäinpäästäänkäyttämälläprimääridekompositiota» �8¶ 
 » �&Å » � Å
»
� Å

»
 � (57)

missä» �6
 " � % � � � � $»
� 
 " � � ��% C � � ? ; � % � � � � ? �	� � � % � � � �� � �� � � %

�
� � � � � ? � % � � �  $»

� 
 " �
â
� � % �� � � ? �	�Ú� % ��� � �% �� � �� � � � ?

�
� � � � � � ?

�
� � � � � ? � � � � � %

�
� � �� � � � ?

�
� � � � � � ?

�
� � � � � ? � � � �  $»

 
 " � � � ? � � � % C � � � ? C � � � � � � � % C � � � ? C � � � � � � � � % � � $ �
(58)

Niitä vastaavat radikaali-ideaalitovat

Ô " » � $ 
 " � � � $Ô " » � $ 
 " � � % ; � � � � $Ô " » � $ 
 " �	� � � � � $Ô " »  $ 
 " � � � ? � � � % C � � � ? C ��� � � � � � % C �	�Ú� ? C ��� � � �	� � � % � � $ �
(59)

Näistähylätääntaas“mielenkiinnottomina”muutkuin
»
 , jonkavirittäjiä merkitäänyhtälössä(59) esi-

tetyssäjärjestyksessä
9 � , 9 � ja

9 � . Ehto ���6
 ; singulariteetissasaadaantällöin sijoittamalla
9 � :n lausek-

keeseen� 
F�A
(' , jolloin saadaan

C � � " ; % � � $ 
(' < � � 
('ßé�� � 
 ; (60)

ja huomaamalla,ettäjos � � 
(' , saadaanpelkästääntriviaaliratkaisu�Mê(' .
Varieteetti

¾±" »  $ saadaannyt käyttämälläpelkästäänyhtälöitä
9 �M
�' ja

9 � 
ë' : Jos � � ª
ë' , niistä
voidaanratkaista

� 
 C �	� " % ; 1 2 �	� $� �
�A
 C � � B �� " 2 ���oì ; $� � � (61)
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ja
0

sijoitettaessanämäyhtälö
9 � 
©' toteutuuidenttisesti.Lausekkeissaesiintyvät 1 - ja ì -merkit eivät

nytkäänole osoitussiitä, ettäpinta
¾k" » � $ leikkaisi itsensä,sillä koska � � 
 ; ª
í' , haarateivät yhdy

missään.

Jostaas� � 
 � = ���� = 
 % C @ 
¥' , voidaanratkaistasuoraan

9 � 
(' < " � � 
('#é $ � � 
 ; (62)9 � 
(' < � 
F� � (63)

mitkä toteuttavat identtisestiyhtälön
9 � 
î' . Ratkaisuntangenttivoidaansiis laskeasingulariteetissa

neliömatriisin

´ Ë 

� � � � C % I ��� � ? �C � � � % C � � C " � % � $ �5�% �	� ; ' '% � � ' ; ' �Y¢H�O¢�£



� � � � % C '' % C ' '% ��� ; ' '% � � ' ; ' (64)

nolla-avaruudesta,sillä
´ Ë

:n vasemmanalakulman
� / �

-osamatriisindeterminanttion % C ���6
 % C ª
¥' ,
sillä ratkaisukäyrällä�	��
 ; .
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Kuva4: Ratkaisujatapauksessa3

Kuvassa4 näkyy kolmeratkaisukäyrää,jotka leikkaavat toisensapisteessä
" � � � � �	� $ 
 " ' � ' � ; $ . Niiden

alkupisteetja vastaavat klassisenratkaisun(54)parametrin
@

arvot ovat:

á " � � � � ��� � � � $ 
 " % �Û � % �Û � ; � ' $ , @ 
('á " � � � � ��� � � � $ 
 " % �Û � % � � �
Û��æ � � �

Û
� � $ , @ 
 ;á " � � � � ��� � � � $ 
 " % �Û � % �� �

â
� � % � ä £ � ä� £�£l£ $ , @ 
 C .

Ratkaisukäyräton laskettuja piirretty nytkin [2]-lähteenohjelmanavulla.
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4.3
è

Tapaus5

Tapauksessa5 matriisin

´ 

C � � � � % C ��� 'C � ��� ? C � C � � � % C � � % C �	�% �	� ; ' '% � � ' ; ' ��¢H� � ¢�£



' ' ' 'C � ' % C � � '' ; ' '% � � ' ; ' (65)

nolla-avarusonsingulariteetissakaksiulotteinen,sillä samoinkuin tapauksessa2 nähdäänyhtälöistä
9 
¬ï
(' , että�A
F� �� .

Primääridekompositioksisaadaannyt » �8¶ 
 » � Å » � Å
»
� Å

»
 � (66)

missä » � 
 " � � � � % � � � � � � � � � � � � � $»
� 
 " ��� � � $»
� 
 " � � % �� � � � � � � � � $»
 
 " � �� % � � � % � %

�
 �  � � � � � %

�
� � � � � % � � � � � � % � � %

�
� � � � � � �N% � � � $ �

(67)

Niitä vastaavat radikaali-ideaalitovat

Ô " » � $ 
 " �	� � � $Ô " » � $ 
 " � � � � $Ô " » � $ 
 " � � % �� � � � � � � � $Ô " »  $ 
 " � �� % �	� � % � %
�
 �  � � � �	� %

�
� �	� � � % � � � � � � % �	� %

�
� � � � � � ��% � � � $ �

(68)

Jätetäänjälleenhuomiottamuut kuin
»
 


» Ë
��¶ ja merkitäänsenvirittäjiä yhtälössä(68) esiintyvässä

järjestyksessä
9 � , 9 � , 9 � ja

9  . Yhtälöistä
9 � 
 9 � 
(' voidaannyt ratkaistasuoraan�A
F� �� % � � � � ?

�
 �  � �	�6
F� � � % �� � � � (69)

jotka toteuttavat yhtälöt
9 � 
 9  
(' .

Ratkaisukäyräntangenttimääräytyysingulariteetissasiis neliömatriisin

´ Ë 

% �	� % � ; % ; % � C � �% �� � � ? � � ' % ; �% ��� ; ' '% � � ' ; ' ��¢�� � ¢�£



' % ; ' C � �� � ' % '% ��� ; ' '% � � ' ; ' (70)

nolla-avaruudesta,jokaonyksiulotteinenpaitsi,kun � � 
(' .
Jos� � 
º' , seuraayhtälöstä

9 �X
º' , että �µ
ð' . Tämätilannevastaavain yhtäyksittäistäklassistarat-
kaisua:parametrin

@
arvontäytyyolla 0, jolloin �M
 ��ñ�çæ . Tällöin mistäänideaalin

»
� polynomistaei saa-

daehtoa� - eikä � � -komponentille,jotenratkaisukäyränseuraaminenei onnistu.Systeeminjatkaminen
uudelleensaattaisitällöin tuottaatuloksia.

Kuvassa5 on piirrettynäkaksitapauksen5 ratkaisukäyrää,joidenalkupisteetja niitä vastaavat klassisen
ratkaisun �A
 � = ?*@ � (71)

parametrin
@

arvot ovat:
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Kuva5: Ratkaisujatapauksessa5

á " � � � � � � � � � $ 
 " % C � I � % I � I $ , @ 
 ;á " � � � � � � � � � $ 
 % � � �
Û�çæ � % �

Û
 � � � ,

@ 
 % ; .
Ratkaisukäyrätleikkaavat toisensasingulariteetissakorkeudella1. Huomattakoon jälkimmäisenratkai-
sunkohdallamielenkiintoinenkulkeminensateenvarjon“lehdeltä” toiselle“laakson” �A
(' kautta.

5 Yhteenveto

Systeeminjatkaminenjaprimääridekompositionsoveltaminenväärienkomponenttienpoistamiseenosoit-
tautuiWhitneyn sateenvarjonkohdallatoimivaksimenetelmäksisingulariteetinpoistamiseen.

Tapauksessa5 jäi yksittäinenratkaisu,jonka laskeminenei onnistunut. � " / $
:ssäkäänalkuperäi-

sensysteeminsingulariteettikohdassa.Tämätilannemuistuttaatapauksen1 tilannetta,jossavain yksi
ratkaisukulki singulariteetinkautta . � " / $

:ssä.Systeeminjatkaminensaattaisiauttaamolemmissa
tapauksissa,muttasitäei kokeiltu.

Menetelmävaatii jonkin verrankäsityötäsenanalysoinnissa,mitkä primääridekompositionantamista
ideaaleistajätetäänhuomiotta,kunhalutaanpoistaavarieteetinepäoleellisetkomponentit.Jottamenetel-
mästäsaataisiinhelppokäyttöinenalgoritmi, tämäaskel pitäisi saadaautomatisoitua.Tällöin olisi myös
syytäselvittääteoreettisesti,onko tällainenylipäätäänainamahdollista.
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1 Axiom-komentojonot

Primääridekompositionlaskemiseenonkäytettyseuraavia axiom-komentojonoja:

Tapaus2

dp:=ODPOL(UP(x,FRAC INT));
y:=makeVariable(’y)$dp;
p1:dp:=y.0*y.1**2-x^2; -- tapaus 2
)read djaprdec

Tapaus3

dp:=ODPOL(UP(x,FRAC INT));
y:=makeVariable(’y)$dp;
p1:dp:=y.1*x**2-y.0**2; -- tapaus 3
)read djaprdec

Tapaus5

dp:=ODPOL(UP(x,FRAC INT));
y:=makeVariable(’y)$dp;
p1:dp:=y.0*x**2-y.1**2; -- tapaus 5
)read djaprdec

NäissätalletetaanOrderly DifferentialPolynomial -tyyppiseenmuuttujaanp1 käsiteltävä
polynomi

9 ® . � " / $�³
. Vapaatamuuttujaa� merkitäänx :llä ja ratkaisua� y.0 :lla. Ratkaisun

derivaattoja� � ja � � merkitääny.1 :llä ja y.2 :lla.

Lopuksikutsutaanjäljempänäesitettäväädjaprdec -komentojonoa.

Yhteinen osuus:djaprdec

p2:=D(p1);
pz1:=(eval(p1,[y.1=z1,y.0=z]) :: DMP([z2,z1,z,x],FRAC INT));
pz2:=(eval(p2,[y.1=z1,y.0=z,y.2=z2]) :: DMP([z2,z1,z,x],FRAC INT));
idp:=ideal([pz1,pz2]);
radical(idp)
dec:=primaryDecomp(idp);
#dec
for i in 1..#dec repeat output dec.i
for i in 1..#dec repeat output radical(dec.i)

Yhteisessäosuudessaderivoidaanensinp1 :llä merkitty polynomi
9

. Näin saatava jatko ¬ talletetaan
nimellep2 .
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Seuraavaksi p1 ja p2 muunnetaanDistributed Multivariate Polynomial -tyyppisiksi ja
tallennetaannimille pz1 ja pz2 , koskaprimääridekompositioon määriteltyaxiomissavain tämäntyyp-
pistenolioidenvirittämille ideaaleille.Näissäpolynomeissamerkitään� :ääedelleenx :llä, mutta � :tä ja
senderivaattoja� � ja � � merkitäänz :lla, z1 :llä ja z2 :lla.

Polynomienpz1 ja pz2 virittämäideaalitallennetaanmuuttujaanidp ja senradikaali-ideaalilasketaan
mielenkiinnonvuoksi.Seuraavaksilasketaanidp :n primääridekompositioja setallennetaanmuuttujaan
dec . Lopuksitulostetaanprimääridekompositionideaalitsekäniidenradikaali-ideaalit.
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