Teknillinen korkeakoulu Apiola
Matematiikka

Mat-1.415 Matematiikan peruskurssi V3 syksy 2000
http://www.math.hut.fi/teaching/v/3/H/

Laskuharjoitus 1 (viikko 38 , 19-21.9)

Alkuviikko

1. Olkoon (z,y) tason piste ja (z’,y’) piste, joka saadaan kiertdméilli O:m ympéri
kulman « verran. Esitéd kierto matriisikertolaskuna muodossa

Vihje: Esitd piste (z,y) napakoordinaateissa (r,©) ja johda sin:n ja cos:n yh-
teenlaskukaavoja ! kiyttien ’:n ja y'm lausekkeet 2:n ja y:n avulla. Siitépd se
A-matriisi sitten nékyy.

2. a) Ratkaise systeemi

2r+3y+z2=1

dr+Ty+52=7

—2y+22=6
Gaussin eliminaatiomenettelylld Opettele mieluusti kédsitteleméén tehtéavia
pelkédstdan kerroinmatriisien avulla.

b) Lausu a)-kohdan tuloksen avulla vektori (1,7,6) kerroinmatriisin sarake-
vektorien lineaarikombinaationa. (Muuta “riviajattelu sarakeajatteluksi”.)

3. Olkoot A,B,C ja D lineaarisen yhtdlosysteemin liitinnaismatriiseja.

1 00 3 120 0 3
Ab=|0 2 1 1 |Bb=|0 11 0 1
L0 0 0 0| L0000 2
) ] r10 2 0 3
10 2 1
2 3 6 1 16
Cb=|0 5 0 2| Db=
0 3 2 1 10
L0 0 4 3|
L0 000 0

1Voit kysyd Maplelta tyyliin sin(a+b)=expand(sin(a+b));

Selvitd kussakin tapauksessa ratkaisujen lukuméiri (ei ratkaisuja, yksikés. ratk.,
aarettoméin monta). Viimeksi mainitussa tapauksessa selvitd myos vapaiden pa-
rametrien lukumaara.

a) Virittavitko vektorit (0,0,0,1),(0,0,1,1),(0,1,1,1),(1,1,1,1) avaruuden
R*?

b) Osoita, ettd vektorit vi = (1,1,0),v2 = (0,1,1)ja vz = (1,0,1) muodos-
tavat avaruuden R® kannan. Mitka ovat vektorin x = (1,2, 3) koordinaatit
téssd kannassa?

Vihje: a) Peruskésitteitd, kuten virittdminen on koottu tehtévipaperin loppuun.
Poimitaan kuitenkin vield tdhan tilanteeseen kuuluva muoto:

Virittdminen tarkoittaa tissi: Vv € R* Jzq, ..., x4 siten, etti v = z1vi + ... +
XavVa.

b) Kirjoita vektorit sarakevektoreiksi ja muuta “sarakeajattelu riviajatteluksi”

. Kaupungin liikkennesuunnitteluvirasto (Heikki Salmivaaran johdolla) on kerdnnyt

liikennevirtadataa neljan risteyksen muodostamalta alueelta ruuhka-aikana. Ka-
dut ovat yhdensuuntaisia kuvassa ndkyvien nuolien osoittamalla tavalla. Ku-
vaan on merkitty risteyksiin tulevat ja niistd ldhtevét liikennemé&érét tunnissa.
Koska risteykseen saapuvien ajoneuvojen tiaytyy myo6s poistua siitd, saadaan
yhtéloryhmé tuntemattomien litkenneméérien x1, x2, x3, x4 médraddmiseksi, jot-
ka kuvaavat lilkennemaéria katuverkon sisédosassa.
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o Madritd ratkaisut ja totea, ettd tehtdvalld on niitd ddreton méarad

e Missé rajoissa Esplanadien vélisen Fabianinkadun osan liikenneméérén tu-
lee olla, jotta milldin katuosuudella ei tarvitse vaihtaa ajosuuntaa osoitta-
via lilkennemerkkejé.



6. Osoita, ettd vektorit e1 = (2,1,3),e2 = (1,—2,0),es = (6,3, —5) muodostavat

ortogonaalisen kannan R3:ssa.

Miten saat ndppéaralld matriisikertolaskuun perustuvalla ilmaisulla selvitetyksi
ortogonaalisuuskysymyksen. (Tarkista Matlabilla tai Maplella).

Mééaritd vektorin u = (9, —2,4) esitys téssd kannassa. Kdytéd ortogonaalisuutta
hyvéksesi, eli muodosta suoraan ns. Fourier-esitys.

Loppuviikko

1. Suorita Matlabilla Gaussin rivioperaatiot seuraavan yhtilosysteemin saattami-

seksi porrasmuotoon (“row-echelon form”).

2x1 +3x0 —4x3 + x4 = 2
3r1 — X2 —x3+ 224 =4

x1— Txo +5r3 — 24 =6

Kirjoita Matlab-funktiotiedosto ratkaisu.m (tai jos keksit jonkun viel4 mieliku-
vituksellisemman), jonka argumenttina on vapaasti valittavissa oleva parametri
(jos sellainen sattuu putkahtamaan).

Taydennd  rivioperaatioitasi  takaisinsijoitusoperaatioilla,  joilla  saat
liitdnnédismatriisin  “rref-muotoon”. Kenties innostusta vield riittdd tehda
hieman yksinkertaisempi “ratkaisu”- funktio.

Tama tehtdvi soveltuu myos erinomaisesti Maplella tehtdviksi, mutta ei kannata
uhrata energiaa rivioperaatioihin toisella syntaksilla. Sensijaan parametreista
riippuvat ratkaisut tulevat Maplella kauniimmin.

(gausselim, gaussjord, backsub, linsolve)

. Todista Maplen avulla determinanttien kertosdantd 2 x 2-matriiseille.
Ohje:

with(linalg):

> A:=matrix(2,2,[a,b,c,d]);

> B:=matrix(2,2, [alpha,beta,gamma,deltal);
> ..

> simplify(vas-oik);

Téllainen raakaan voimaan perustuva todistus onnistuu varmasti myos vahéan
isommille matriiseille (jos ryhdyt urheilemaan, niin varovasti)

Yleinen matemaattinen todistus ei ole vaikea, mutta &lyd on kéytettava
enemmin. Se perustuu Gaussin rivi-operaatioihin, joissa determinantin arvo
séilyy (mahd. merkinvaihtoja vaille) seké siihen, ettd diagonaalimatriisin (myos
ala- tai ylikolmiomatr.) det on helppo laskea (ldvistijdalkioiden tulo). Loytyy
mm. KRE-kirjasta.

3. Maérita 3. asteen polynomi, joka toteuttaa seuraavat interpolaatioehdot:

p(1) =2,p(2) =3,p'(-1) = -1,p'(3) = 1.

Piirrd polynomi sopivalla vélillda. Kyseessd on ns. Hermiten interpolaatio , jossa
asetetaan ehtoja niin funktion arvoille kuin derivaatoille. (Vélimuoto Taylorin
ja Lagrangen suhteen.) Ohje: Kirjoita kynilld yhtdlosysteemi, sy6téd sen matriisi
Matlabiin ja ratkaise. Polynomin arvojahan lasketaan polyval-funktiolla.

. Tasoalueen reunoilla on oheisen kuvan mukaiset lampdétilat.

80 : T1 T2 T3 T4 : 80

60 : 5 T6 T7 T8 : 60

40 : T9 Ti0 Ti11 Ti2 : 40

20 : T13 Ti4 Ti15 Ti16 : 20
| |

Oletetaan, ettd sisdpisteiden lampotilat 71, ...,Tie¢ saadaan naapuripisteiden
lampotilojen keskiarvona. (Kullakin sisépisteelld on 4 naapuria, pohjois-, etelé-,
ité-, lansi.)

Muodosta lineaarinen yhtélosysteemi lampdétilojen Th,...,Tie ratkaisemiseksi.
Rakenna yhtélosysteemi itsellesi ensin kyn#dd ja paperia kiyttden ja syotd se
sitten Matlabiin.

Kéaytd ratkaisuun  Matlabin  valmista ratkaisijaa T=A\b . Piirrd
lampotilafunktion kuvaaja. Taméa kdy muotoilemalla ratkaisuvektori T
4 x 4- matriisiksi TMAT ja soveltamalla surf-tyyppistd funktiota. Huom:
TMAT-matriisin saa kitevisti komennon reshape avulla.

Voit vield liikutella pintaasi vaikkapa tdhin tapaan:
for j=1:10;view(-20,10%j) ,pause,end;
Tosin pyorittely kdy nykyisin hyvin my6s valikosta hiiren avulla. Tehtdva on

tarkoitus tehdd Matlabilla. Maple-ohje vain asian lisdharrastukseen.

Huom! Téissé on kyse ihan oikeasta numeerisesta menetelmésti Laplacen osit-
taisdifferentiaaliyhtdlon ratkaisemiksi, ns. differenssimenetelmésta.
Maple-ohje Systeemin voi ratkaista yhtd hyvin kéayttden Maple:n
linalg[linsolve]- komentoa, jolloin muotoilu (vrt reshape edelli) voidaan
tehdd ihan vain arkisella matrix komennolla. Piirtoon plots[matrixplot]



5. Otetaan tuntumaa tason lineaarikuvauksiin. Visualisointivilineend on Laode-
ohjelma map. (Muistele Cl-kurssin Strangin taloharjoitelmia.)
Ensin muutama ”teoria” kysymys: Muodosta 2 X 2-matriisi, joka

e kiertdi tason vektoreita 30°
e kiertdd 90° ja venyttii kertoimella 2.

e Heijastaa suoran y = = suhteen.

6. laode-map Lopuksi huvittelua: Tee laode ss. 71-72 ” Computer Exercises” joitakin
kiintoisan tuntuisia. Huvin lisdksi yritd ottaa hyotyé irti.

Lineaarialgebran kertausta

Lineaarinen riippuvuus/mattomuus, LRV /LRT

Lineaarinen riippumattomuus/riippuvuus (LRT/LRV), virittdminen Vek-
torit vi,ve,...,v, € R™ ovat lineaarisesti riippumattomia, jos vektoriyhtalolla

T1Vi+...+xpvy, =0

on vain triviaaliratkaisu 1 = 22 = ... =x, = 0.

Piinvastaisessa tapauksessa (siis jos muitakin ratkaisuja kuin O-ratkaisu on), vekto-
rijoukkoa sanotaan lineaarisesti riippuvaksi (LRV).

Muistammehan, etté téllainen vektoriyhtélo voidaan kirjoittaa muodossa matriisi x
vektori = vektori (tdssd 0-vektori). (sarakeajattelu <= riviajattelu) Vrt. esim. teht.
2b), jossa mennéin piinvastaiseen suuntaan.

Kysymys palautuu siten homogeeniyhtdlon ratkaisujen lukumé&dridn selvittdmiseen
(onko vain yksi vai useita).

Virittdminen. Vektorijoukko wvi,...,vyx virittdd avaruuden V, jos Vv €
V' dei, ..., ck siten, ettd v =ci1vi + ... + ¢k V.

Kanta ja dimensio

Avaruuden kanta tarkoittaa vektorijoukkoa, joka a) on lin. riippumaton ja b) virittaa
koko avaruuden.

Avaruuden dimensio on luku n, joka ilmaisee maksimiméaran LRT vektoreita, joka
avaruuteen mahtuu. Avaruudessa, jonka dim = n, on siten n kpl. LRT vektoreita,
mutta jokainen n+1 vektoria (tai enemmsén) késittdva joukko on LRV.

Jos tunnetaan avaruuden dimensio = n, niin miké tahansa n vektoria késittava LRT
joukko on kanta. Samoin miké tahansa koko avaruuden virittdva n:n vektorin joukko

on kanta.
(Kts. http://www.math.hut.fi/teaching/k3/luentomateriaali/L2-4.html lopus-
sa on lause, nimeltd#in n=dim:VIR<=>LRT )

Sisdtulo, ortogonaalisuus, lineaarikuvaus

Tason R? ja avaruuden R? sisitulo (pistetulo, skalaaritulo) yleistetddn R™:4&n
méérittelemélld vektoreille u = (u1, ... un) ja v = (v1,...0p)

n
(u,v) = Z UL VK
k=1

Sisdtulon perusominaisuudet
(uv V) = (V, u)

(u,u) > 0,=0<=u=0
(cu+dv,w) = c(u,w) + d(v,w)

Pituus eli normi: ||[v]| = 1/(v, V)
Ortogonaalisuus

Jos (u,v) = 0, sanotaan: u ja v ortogonaaliset.
Joukko (yksikks)vektoreita {e1, ez, ..., emn} on ortonormaali (ON), jos (e, e;) = d; 5,
misséd d;; = 1, kun s = j ja 0, kun i # j.

Jos joukko {ei,es,...,e,} on (ON), niin vektorin v € sp{ei,es,..., e} koordi-
naattiesitys on helppo muodostaa:

m
v=> (v,e)e;
i=1

Jos vektorit ovat ortogonaaliset ja # 0, niin normeerataan (jaetaan normilla).

Tétd esitystd kutsutaan toisinaan Fourier-esitykseksi. (Nimitys selvenee Fourier-
sarjojen yhteydessi.)

Ortogonaalinen matriisi on sellainen, jonka sarakevektorit muodostavat ortonor-
maalin joukon.

Matriisin V' ortogonaalisuusehto voidaan ilmaista kitevisti: VIV = I (mieti hetki!)



