illinen korkeakoulu Apiola
matiikka
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cuharjoitus 4 (viikko 41 , 10 — 12.10.2001)

i ovat viimeiset harjoitukset ennen 1. vilikoetta. Kaikki 4. ensimmaisen
ituksen (AV ja LV) tulevat mukaan. Vilikokeessa ei pyydetd kirjoitta-
1 koodia, mutta (Maple/Matlab-) peruslukutaidosta saattaa olla hydtyé.
ssti kaikki niin AV- kuin LV-hajoitustehtévit (ohjelmien kiyttotekniikkaa
unottamatta) kuuluvat vilikokeessa osattaviin. Luentoalue menee poikki
in viikon puolenvilin paikkeilla, ilmoitetaan tarkemmin ke.

uviikko (AV)

Muodosta lineaarinen yht#lésyteemi alla olevalle virtapiirille ja ratkaise
virrat.

<===== Kirchhofin virtalaki:

———=<mmmm | | Virtapiirin jokaisessa pisteessd pétee:

summa.
Kirchhofin j&nnitelaki:

mukassa ulkoisen jadnniteladhteen
I3 _ jédnnite = jdnnitehdvididen summa.

_

_ Ohmin laki: U=RI

Mowawm HM/\

_

_

tulevien virtojen summa = l&htevien

Virtapiirin jokaisessa suljetussa sil-

Seuraava Matlab-istunto mé#érittelee matriisin A ja vektorin b. (Voit lei-
kata/liimata latex-tiedostosta H/harj4.tex (no, tuskin kannattaa).)

> A=[1-11002;112412;021431;1-30-4-21]
>> b= [0; 3; 2; 0]>> Ab=...

Suorita Gaussin rivioperaatiot vaikkapa tyyliin (sopivasti indeksejé vaih-
taen):

[m,n]=size(A); b=ones(m,1);Ab=[A,Db]
format rational
pivot=Ab(1,1)
for i=2:m
Ab(i,:)=Ab(i,:)-(Ab(i,1)/pivot)*Ab(1,:)
pause % Jos haluat katsoa joka vaiheen, muuten poista.
% jatkuu ENTER:11&
end

Mitka ovat johtavat sarakkeet? Kirjoita ratkaisut (kéisin), montako vapaa-
ta parametrii?

Suorita tarkistukseksi komennot
rref (A), rank(A). Varmista, ettd osaat lukea ratkaisut rref- muodsta.
Mité kertoo rank ?

Madritd g siten, ettd yhtilosysteemi

r+4y —22=1
z+Ty—62==6
Jy+qz=t

on singulaarinen. ' Miten tulee t&lloin valita t, jotta systeemilld olisi
ddrettoman monta ratkaisua. Madrita tassd tapauksessa se ratkaisu, jolle
z=1

(a) Miksi lineaarisella yhtéloryhmilld ei voi olla tasan kahta ratkaisua.
(Havainnollista myos geometrisesti 2 x 2 ja 3 x 3- tapauksissa.)

(b) Osoita, ettd jos m > n ja jos Gaussin algoritmin kuluessa jokaiselta
pailavistdjin alapuoliselta sarakkeen osalta (tai itseltdén padlavistéjalta)

!Singulaarinen: ei yksikisitteists ratkaisua.



loytyy nollasta poikkeava alkio (pivotiksi kelpaava), niin systeemilld on
joko 1-kisitt. ratk. tai ei lainkaan ratkaisua.

(c) Osoita, ettd (HY):1ld Az = 0 on aina joko 1-késitteinen ratkaisu tai
direttomin monta ratkaisua. Osoita myos, ettd jalkimméinen toteutuu
aina, kun n > m (sarakkeita enemmén kuin riveji.)

Olkoon V vektoriavaruus (VA) ja olkoot Wi ja W sen aliavaruuksia (AA).
Mitki seuraavista joukoista ovat V:n aliavaruuksia ja miki ei. (a) Wi NWha,
UV Wi U W, Anv S\H.Tg\m”.mﬁn_-@_@mg\femﬂ\mw

Esits todistus tai vastaesimerkki ja havainnollistus R3:ssa.

Virittdvitks vektorit (0,0,0,1),(0,0,1,1),(0,1,1,1),(1,1,1, 1)avaruuden
R*? Onko kyseessé R*:n kanta?

Lausu vektori v = (1,2, 3,4) niiden vektorien lineaarikombinaationa. On-
ko esitys yksikisitteinen?

puviikko (LV)

(a) Osoita, ettd polynomit p;(t) = 2 +t, po(t) = 1 + 12, p3(t) = 1 — 2
ovat LRT vektoriavaruudessa C'. (Yht# hyvin polynomiavarudessa P tai
vielakin suppeammassa, korkeintaan astetta 2 olevien polynomien muo-
dostamassa VA:ssa.)

(b) Osoita, ettd funktiot fi(t) = cost, fo(t) = sint ja f3(t) = cos(t + %)
ovat LRV C!:ssi.

(c) (a) Osoita, ettd funktiot cos 3t,sin 3t,t cos 3t, t sin 3t ovat LRT.

(a) Osoita muodostamalla sopiva kanta, ettd korkeintaan astetta n olevien
polynomien muodostaman VA:n P, dim =n + 1.

(b) Osoita, ettd kaikkien polynomien avaruus P on direténulotteinen.

1 2 0 0
(a) Matriisi A= [ 0 0 1 0 | on rrefmuodossa. M#dritd vastaavan
0 0 01

HY:n ratkaisujoukko sopivien vektorien viritelménd (” span”).

(b) Maaritd matriisien 4 ja AT nolla-avaruudet kantavektorien viritel-
mind, kun

>> A=reshape(1:35,5,7)
>> AT = A

1 3 -1 4
4. Olkoon A=1]2 1 5 7
3 4 4 11

(a) Madritéd sarakeavaruuden kanta.

(b) Mairitd riviaruuden kanta.

(c) Madritd nolla-avaruuden (ytimen) kanta.

(d) Lausu rivivektorit/sarakevektorit rivi/sarakekantavektorien avulla.
Miten niiden dimensiot suhtautuvat toisiinsa. Perustytkalu on rref. Tar-
kistukseen esim. rank, null.

5. Liséksi viime viikon (harj 3 LV) tehtévit 4,5,6

Lineaarialgebran kertausta

Lineaarinen riippuvuus/mattomuus, LRV /LRT

Lineaarinen riippumattomuus/riippuvuus (LRT/LRV), virittidminen
Vektorit vq,va,...,v, € R™ ovat lineaarisesti riippumattomia, jos vekto-
riyht&lolla

r1vi+...+x,vp, =0

on vain triviaaliratkaisu 21 =20 = ... =z, = 0.

Piinvastaisessa tapauksessa (siis jos muitakin ratkaisuja kuin O-ratkaisu on),
vektorijoukkoa sanotaan lineaarisesti risppuvaksi (LRV).

Muistammehan, etti téllainen vektoriyhtéloé voidaan kirjoittaa muodossa mat-
riisi x vektori = vektori (tissd 0-vektori). (sarakeajattelu <= riviajattelu)
Vrt. esim. teht. 2b), jossa mennifin pdinvastaiseen suuntaan.

Kysymys palautuu siten homogeeniyhtdlon ratkaisujen lukumaidrin sel-
vittdmiseen (onko vain yksi vai useita).

Virittdminen. Vektorijoukko vq,...,vy virittdd avaruuden V, jos Vv €
V' Hdey, ..., cp siten, ettd v =c¢vy + ...+ CpVg.

Kanta ja dimensio

Avaruuden kanta tarkoittaa vektorijoukkoa, joka a) on lin. riippumaton ja b)
virittda koko avaruuden.
Avaruuden dimensio on luku 7, joka ilmaisee maksimim#arin LRT vektoreita,



avaruuteen mahtuu. Avaruudessa, jonka dim = n, on siten n kpl. LRT
reita, mutta jokainen n+1 vektoria (tai enemmin) kisittivi joukko on

unnetaan avaruuden dimensio = n, niin miki tahansa n vektoria kasittava

joukko on kanta. Samoin miki tahansa koko avaruuden virittdva n:n
orin joukko on kanta.



