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Laskuharjoitus 3 (viikko 6 , 7 — 9.2.)

Alkuviikko (AV), ke 7.2.

1. Muodosta seuraaviin datoihin liittyvét interpolaatiopolynomit:

(a) x 7 1 2 (b) x 3 7 1
y 146 2 1 y 10 146 2 1
(¢c) x 3 7 1

y 12 146 2 1

Laske (a)-kohta Lagrangen menetelmélli sekd (b) ja (c)-kohdat
Newtonin menetelmalld. Huomaa, ettd aloitettuasi Lagrangella, voit
aivan hyvin jatkaa Newtonilla (vaikka missdan kirjassa ei koskaan
ndin menetelld, hm ...). Ovatko kaikkien polynomien asteluvut sel-
laisia, kuin odotit?

Huomaa myos: Newtonilla on menetelmia vihén joka alueella, talla
ei ole mitadn tekemistd yht&lon ratkaisumenetelmén kanssa.)

2. Olkoot Ly, Ly, ..., L, (erillisiin) pisteisiin xq, z1, ..., T, liittyvit La-
grangen kertojapolynomit. Osoita, etté

iLl(m) =1 Vaz.
=0

Vihje: Mieti polynomin asteluvun ja nollakohtien lukumé&rin vi-
listd suhdetta.

3. Seuraavassa on taulukoitu funktion f(x) = log;o(tanz) arvoja:

X 1.00 1.05 1.10 1.15
f(x) 0.1924 0.2414 0.2933 0.3492

Laske tdm#n taulukon avulla likiarvo f(1.09):lle ja esitd virheelle
yléaraja-arvio interpolaatiovirhekaavaa kiyttden. Vertaa todelliseen
virheeseen.

. Annettuna on seuraava data:

xd:=[seq(1.0+k*0.1,k=0..4)];
yd:= [1.684370, 1.949477, 2.199796, 2.439189, 2.670324]

Rakenna tahin liittyva vapaa kuutiollinen splini.

Y-arvot ovat itse asiassa funktion
f(x) = In(e?* — 2) arvoja xd-pisteissid. Ne on muuten saatu aikaan
néin: yd:=map (x->1n(exp(2*x)-2) ,xd) ;

Approksimoi arvoja f(4.1) ja f’(4.1) splinin ja sen derivaatan avulla
ja vertaa.

Laske vield ihan huviksesi “lukitun” (“clamped”) splinin tapaus reu-
naehdoilla f/(1.0) = 2.742245 ja f'(1.4) = 2.276919 ja samat asiat
sen avulla.

Vihje: Splinin laskemiseksi kannattaa ottaa
../L/interpolaatio.mws- tydarkki ja modifioida siind ole-
vaa “nautiskeluesimerkkid”. Tietysti voit laskea késinkin, mutta
nautintoelamys voi jadda vaisummaksi.

Kaikissa splinitehtdvissd voit myds kokeilla valmista spline-
funktiota, mutta tissi ainakin vain tarkistukseksi.

. Muodosta vapaa, kuutiollinen splini, joka approk-

simoi  funktiota  f(x) = cosmz, kiyttden  solmuja
xd:=[0, 0.25, 0.5, 0.75, 1.0]. Integroi splini ja vertaa
arvoon fol cosmx(= 0). Vertaa edelleen splinin derivaatta-arvoja
vastaaviin oikeisiin: f/(0.5), f”(0.5).



Torstai 8.2

1. Muodosta interpolaatiopolynomi pisteistélle, joka saadaan laske-

malla funktion cos(1 + x2) arvot tasavilisessi x-pisteistossi, jossa
on 7 pistettd valilla [0, 3].Piirrd samaan kuvaan funktio, datapisteet
ja interpolaatiopolynomi.

Arvioi Lagrangen interpolaatiokaavan virhetermin avulla interpo-
laatiovirheen yliraja yo. valilla ja vertaa todelliseen.

. Annettu data on nayte lentdavin ankkalinnun selkdprofiilista. Néyt-
teitd on otettu tiheAmmin alueella, jossa profiili muuttuu voimak-
kaammin, kuten kuvasta nikyy.

xda:=0.9,1.3,1.9,2.1,2.6,3.0,3.9,4.4,4.7,5.0,6.0,7.0:
xdb:=8.0,9.2,10.5,11.3,12.0,12.6,13.0,13.3;
yda:=1.3,1.5,1.85,2.1,2.6,2.7,2.4,2.15,2.05,2.1,2.25:

ydb:=2.3,2.25,1.95,1.4,0.9,0.7,0.6,0.5,0.4,0.25
xd:=xda,xdb: yd:=yda,ydb:

Muodosta (a) interpolaatiopolynomi ja (b) (vapaa) kuutiollinen
splini dataan liittyen. Jos et arvaa, kumpi antaa paremman kuvan,
olet tosi huono arvaamaan. Laske ja piirra joka tapauksessa. Mikali
Maple osoittatuu liian hitaaksi, annetaan ohjeet Matlab-funktioden
kiyttton, katsotaan!

KUVAA EI TASSA PDF-versiossa ole (se ei haittaa tehtiivin te-
koa).

. Ohjetiedostossa ../H/ohjeita3.html on annettu USA:n viestolasken-
tadataa vuosina 1940 — 1990. Muodosta interpolaatiopolynomi ja
laske sen avulla arviot vakiluvulle vuosina 1930, 1965, 2000, 2010.
Havainnollista kuvilla, joissa datapisteet ja interpolaatiopolynomi.
Tiedetdédn, ettd vuoden 1930 lukema on 123203000. Mitd arvelet
muiden arvojen tarkkuudesta? (Etsi jostain (Alta Vista) Census
2000- arvo ja vertaa.)

Tee sama splini-sovituksella (ota vapaat reunaehdot).

4. Muistammehan Rungen ilmién. Selvittelepd syitd katsomalla inter-

polaatiovirheen kaavaa. Tarkoituksena téssa ei ole niinkddn tutkia,
miksi juuri Rungen funktio on ongelmallinen, vaan mité tapahtuu
sen virhekaavan tulotermin takia.

Valitse jokin vili [a,b], jota voit vaihdellakin. (Esim [—1,1] tai
[_57 5] )

(a) Tutki tulotermif z:n funktiona eri n:n arvoilla kun véli jaetaan
tasavilisesti n:44n osaan. Missé vilin osassa termi on suurimmillaan
ja missé taas pienimmilldédn? Enté vélin ulkopuolella (extrapolaa-
tio)?

(b) Tee sama, kun kiytetaan Tsebysev-pisteitd

__ atb a—b L 2k+1 .
Tp = S5 + 5 Cos 5 o, 1=0,...,n

Vertaa (a)- ja (b)-kohtaa kesken&én.

. Kéinteinen interpolaatio (KRE s. 859, “Inverse interpolation”.

Oletetaan, ettd derivoituvalla funktiolla f on yksi O-kohta valilld
[a,b] ja f'(z) # O koko vililli. Funktion nollakohta s = f~1(0).
Erés idea on approksimoida kidénteisfunktiota interpoloimalla. Té&-
td varten valitaan pisteet x,...xz, vililtd [a,b], lasketaan y, =
f(zk), k =1...n ja muodostetaan interpolaatiopolynomi p(y) niin,
ettd vaihdetaan x- ja y-pisteiden roolit. Nollakohdan approksimaa-
tio on nyt siis p(0). Tietysti kdanteisfunktion arvoja voidaan yhta
hyvin approksimoida muissakin pisteissé.

Laske tahdn perustuen approksimaatio f(z) = e~ — z:n 0-kohdalle
valilla [0,1] téhdn tapaan: Laske taulukko [z, f(zg)],k = 0...n
(voit ottaa n:n vaihdeltavaksi parametriksi).

Muodosta interpolaatiopolynomi vaihtamalla x:n ja y:n roolit. Sit-
tenpéd vaan lasket sen arvon 0O:ssa.

Tastd voisi kehitelld iteratiivisen algoritmin. Itse asiassa kddnteistd
interpolaatiota kiytetddn monissa yhtélonratkaisukoodeissa osana
koko ratkaisualgoritmia.

. Tasokiyra, jolta tunnetaan vain diskreetti pistejoukko, voidaan yrit-

tdd rekonstruoida splinisovituksella. Tatd varten esitetddn pisteet



parametrimuodossa. Yksinkertaisin tapa on parametrisoida ne ko-
konaisluvuilla t = 1,2, ...,n, miki on ihan toimiva, kunhan datapis-
teet sijoitetaan siten, ettd niiden vélisten osakaarien pituudet ovat
samaa suuruusluokkaa. (Jos halutaan muuta, niin voidaanhan se
ilmaista epétasavilisilld parametrinumeroilla.)

Sitten vain konstruoidaan koordinaattifunktioita z(t) ja y(t) inter-
poloivat splinit.

Piirrd ruutupaperille jokin kirjain, numero tms. hauska hikkyra ja
valitse siitd n. 8 pistettd. Interpoloi splineilld kumpaakin koordi-
naattifunktiota ja piirré.

Lahtokuviosi tulisi mieluummin olla jotensakin sileé, kirjaimia voit
tyylitelld, saat panna kaiken taiteellisen luovuutesi peliin. Mieti
my6s reunaehtoja. (Tietysti voit kokeilla sitdkin, mita siled approk-
simaatio tekee kulmikkaalle)

Sopivia kirjaimia tai numeroita ovat esim.
C7g7g78707p067/8777S07£7C72767879'
Sellaista ei hyviksytd, joka voidaan esittdd muodossa y = f(z).

Joissakin tapauksissa voi olla tarpeen tehdd parissa osassa, mutta
osat tulee tehd& parametrikyrina.

Maple-ohje parametrimuotoiseen piirtoon:
plot ([x(t),y(t),t=a..bl);

Siis ainoa ero kahden kuvaajan piirtoon verrattuna on piirtorajo-
jen t=a..b tuominen listasulkujen (hakasulut) sisddn. Kokeile ja
vertaa varmuuden vuoksi:

plot ([cos(t),sin(t),t=0..2%Pi]);
plot([cos(t),sin(£)],4=0..2*%Pi);
complexplot (exp(I*t),t=0..2*%Pi); # Al tAtdkasn unohda!



