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P1. Olkoon N > 1 ja

pN(t) = max{0, 1−N |t|}, |t| ≤ 1

2
,

pN(t+ 1) = pN(t), t ∈ R.
Määritä tämän funktion Fourier-kertoimet käyttämällä hyväksi tietoa, että funktion p(t) =

max{0, 1− |t|} Fourier-muunnos on p̂(ν) = sinc (ν)2 =
(

sin(πν)
πν

)2
ja että pN(t) =

∑
j∈Z p(N(t− j)).

Vastaus:
1
Nsinc(

k
N)

2
.

P2. Osoita, että jos t ∈ R ja

h(ν) = ei2πtν , ν ∈
[
−1

2
, 1
2

)
,

h (ν + 1) = h(ν), ν ∈ R,
niin tämän jaksollisen funktion Fourier-kertoimet ovat

ĥ(k) =


sin(π(t− k))
π(t− k)

jos t 6= k,

1 jos t = k.

P3. Osoita, että jos s ∈ L1(R), ŝ(ν) = 0 kun |ν| ≥ 1
2

ja

g(ν) = ŝ(ν), ν ∈
[
−1

2
, 1
2

)
,

g (ν + 1) = g(ν), s ∈ R,
niin

ĝ(k) = s(k), k ∈ Z.

P4. Osoita, että jos s ∈ L1(R) ja ŝ(ν) = 0 kun |ν| ≥ 1
2

niin

s(t) =
∞∑

k=−∞

s(k)
sin(π(t− k))
π(t− k)

.

Huom! Tämä on eräs versio ns. Whittaker-Shannonin kaavasta.
Vihje: Käytä tehtävien P2 ja P3 tuloksia ja muista, että koska Fourier-muunnos on isometria:
L2(T)→ `2(Z) niin

∫ 1
2

− 1
2

h(ν)g(ν) dν =
∑∞

k=−∞ ĥ(k)ĝ(k).



P5. Seuraava esimerkki osoittaa etteivät oletukset, että s ∈ L1(R) ∩ C(R),
∑

k∈Z|s(t+ k)| <
∞ kaikilla t ja että

∑
k∈Z|ŝ(k)| <∞ riitä takaamaan että Poissonin summakaava

∑
k∈Z s(k) =∑

k∈Z ŝ(k) olisi voimassa.
(a) Määritellään

hj(t) = max
{
min{1, jt, j(1− t)}, 0

}
.

Piirrä funktioden h2 ja h20 kuvaajat.
(b) Olkoon

s(t) =

{
0, jos t < 0,

hj+1(t− j)− hj(t− j), jos t ∈ [j, j + 1), j ≥ 0.

Laske g(t) =
∑

k∈Z s(t+ j).
(c) Koska funktiot hj ovat jatkuvia ja 0 välin (0, 1) ulkopuolella niin myös s on jatkuva,

mutta laske
∫∞
−∞|s(t)| dt.

(d) Laske ŝ(k) kun k ∈ Z käyttäen hyväksi funktioden e−i2πkt jaksollisuutta ja (b)-kohdan
tulosta.

(e) Laske
∑

k∈Z s(k) ja
∑

k∈Z ŝ(k).
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