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P1. Esitä funktiot cos(t) ja sin(t) funktioiden eit ja e−it avulla ja laske näiden tulosten avulla∫∞
0

e−at sin(bt) dt kun a > 0.

Vihje: eit = cos(t) + i sin(t), funktion t 7→ ect integraalifunktio on 1
c
ect kun c 6= 0 myös kun c

on kompleksiluku ja limt→∞ ect = 0 jos (ja vain jos) Re (c) < 0.

P2. Laske funktion h Fourier-muunnos ĥ(ν) =
∫∞
−∞ e−i2πνth(t) dt kun h(t) = 1 kun |t| ≤ 1

2

ja h(t) = 0 kun |t| > 1
2
. Päteekö

∫∞
−∞|ĥ(ν)| dν < ∞? Entä

∫∞
−∞|ĥ(ν)|

2 dν < ∞ ja
lim|ν|→∞ ĥ(ν) = 0?

Vastaus:
sin(πν)
πν

P3. Olkoon (kuten tehtävässä P2) h(t) = 1 kun |t| ≤ 1
2

ja h(t) = 0 kun |t| > 1
2
.

(a) Laske funktio q(t) = (h ∗ h)(t) =
∫∞
−∞ h(t− τ)h(τ) dτ . (Tarkastele erikseen tapaukset

t < −1, −1 ≤ t ≤ 0, 0 < t ≤ 1 ja t > 1.)
(b) Laske q̂(ν) käyttäen hyväksi tulos jonka mukaan konvoluution Fourier-muunnos on te-

kijöiden Fourier-muunnosten tulo ja tehtävän P2 tulosta.

Vastaus:(a)max{0,1−|t|}

P4. Funktion g Laplace muunnos määritellään kaavalla

L(g)(z) =
∫ ∞
0

e−ztg(t) dt.

Esitä Laplace-muunnos Fourier-muunnoksen avulla, ja anna käänteiskaava Laplace-muunnokselle
käyttäen hyväksi Laplace-muunnoksen arvot L(g)(σ+ iy), y ∈ R. Voit olettaa, että tämä funk-
tio on integroituva.
Vihje: Funktio ν 7→ L(g)(σ + i2πν) on tietyn funktion Fourier-muunnos. Esitä tämä funktio
Fourier-muunnoksen käänteiskaavan avulla.



P5. Osoita, että jos s on äärettömän monta kertaa derivoituva ja supt∈R|tjs(k)(t)| <∞ kaikilla
j, k ≥ 0, (jolloin merkitään s ∈ S(R)) niin νj ŝ(k)(ν) on funktion (−1)k(i2π)k−j dj

dtj
(
tks(t)

)
Fourier-muunnos esim. seuraavalla tavalla:

(a) Määrittele funktio gj,k kaavalla gj,k(t) = (−1)k(i2π)k−j dj
dtj
(
tks(t)

)
ja osoita osittaisin-

tegroinnilla, että ĝj,k(ν) = νĝj−1,k(ν).
(b) Esitä ĝj,k(ν) funktion ĝ0,k(ν) avulla.
(c) Laske ŝ(k)(ν).
(d) Käytä hyväksi kohtien (b) ja (c) tuloksia.

Huom! Tämän tuloksen avulla voidaan osoittaa (mikä ei kuulu tähän tehtävään), että jos s ∈
S(R) niin myös ŝ ∈ S(R) osoittamalla, että jos s ∈ S(R) niin

∫∞
−∞|t

js(k)(t)| dt < ∞ kaikilla
j, k ≥ 0.
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