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Skriv ditt namn, nummer ocḧovriga uppgifter p̊a varje papper!
En räknedosa (godk̈and f̈or studentexamen)̈ar ett tillåtet hj̈alpmedel i detta prov!

1. (4p) Visa med hj̈alp av induktion att2n ≥ n2 dån ≥ 4.

Lösning:Då n = 4 är p̊ast̊aendet24 ≥ 42 dvs.16 ≥ 16 vilket är sant. Antag nu att påst̊aendet
gäller för n = k dvs.2k ≥ k2. Om vi nu tarn = k + 1 så får vi med hj̈alp av induktionsanta-
gandet

2k+1−(k+1)2 = 2 ·2k−k2−2k−1 ≥ 2k2−k2−2k−1 = k2−2k−1 = k

(

k − 2−
1

k

)

> 0,

eftersom2 + 1

k
< 3 < k dåk ≥ 4. Därför gäller p̊ast̊aendet ocks̊a för n = k + 1 och s̊aledes f̈or

allan enligt induktionsprincipen.

2. (3p) Antag attw = 2 + 3i. Skriv det komplexa talet
1 + 2i
w + 1

i formena + ib.

Lösning:Eftersomw = 2− 3i så är

1 + 2i
w + 1

=
1 + 2i

2− 3i + 1
=

(1 + 2i)(3 + 3i)
9 + 9

=
3− 6 + (6 + 3)i

18
= −

1

6
+

1

2
i .

3. (6p) Besẗam alla l̈osningar till f̈oljande ekvationssystem med hjälp av Gauss algoritm:

2x1 +4x2 +6x4 = 8
−4x1 −7x2 +2x3 −12x4 = −8

2x1 +7x2 +6x3 +8x4 = 30
−4x1 −9x2 −2x3 −8x4 = −28



Lösning:Med hj̈alp av Gauss algoritm får vi








2 4 0 6 8
−4 −7 2 −12 −8

2 7 6 8 30
−4 −9 −2 −8 −28









r2 ← r2 + 2r1

r3 ← r3 − r1

r4 ← r4 + 2r1

∼









2 4 0 6 8
0 1 2 0 8
0 3 6 2 22
0 −1 −2 4 −12







 r3 ← r3 − 3r2

r4 ← r4 + r2

∼









2 4 0 6 8
0 1 2 0 8
0 0 0 2 −2
0 0 0 4 −4









r4 ← r4 − 2r3

∼









2 4 0 6 8
0 1 2 0 8
0 0 0 2 −2
0 0 0 0 0









Eftersom den sista raden endast består av nollor kan den lämnas bort. Den tredje raden ger
ekvationen2x4 = −2 vilket inneb̈ar attx4 = −1. Eftersom det inte finns något pivot-element i
den tredje kolumnen kanx3 väljas fritt och vi skriverx3 = s. Den andra raden ger ekvationen
x2 + 2x3 = 8 vilket gerx2 = 8 − 2s. Den f̈orsta raden ger ekvationen2x1 + 4x2 + 6x4 = 8
vilket gerx1 = 4 − 2x2 − 3x4 = 4 − 16 + 4s + 3 = −9 + 4s. Lösningen kan allts̊a skrivas i
formen









x1

x2

x3
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=









−9
8
0
−1









+ s
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−2
1
0









.

4. (2p) Vad avses med partiell pivotering och vad förs̈oker man uppn̊a med den?
Lösning:Partiell pivotering inneb̈ar att man i Gauss algoritm byter rader så att pivot-elementet
till sitt absolutbelopp blir s̊a stort som m̈ojligt. Med detta f̈ors̈oker man minska avrundnings-
felens inverkan p̊a slutresulatet och i allm̈anhet lyckas det v̈al.

5. (5p) Besẗam matrisensA =

[

8 10
−5 −7

]

egenv̈arden och r̈akna ut en egenvektor för ett

egenv̈arde (men du beḧover inte r̈akna ut en egenvektor för det andra egenvärdet).
Lösning:Först löser vi den karakteristiska ekvationen

det(A− λI) = det

([

(8− λ) 10
−5 (−7− λ)

])

= λ2 − λ− 6 = 0.

Som l̈osningar f̊ar vi,

λ =
1

2
±

√

1

4
+ 6 =

{

3,

−2,



av vilket vi ser att egenv̈ardenäarλ1 = 3 ochλ2 = −2.
I nästa steg r̈aknar vi ut en egenvektor som hör till egenv̈ardetλ1 = 3 dvs. vi löser ekvatio-

nen(A− 3I)X = 0. Med Gauss’ metod får vi,
[

5 10 0
−5 −10 0

]

r2 ← r2 + r1

∼

[

5 10 0
0 0 0

]

Av detta ser vi att om vi v̈aljer x2 = 1 så får vi ur ekvationen5x1 + 10x2 = 0 lösningen

x1 = −2. Som egenvektor kan vi alltså väljaX1 =

[

−2
1

]

.

En egenvektor som hör till egenv̈ardetλ2 = −2 kan vi r̈akna ut p̊a samma s̈att, dvs. vi l̈oser
ekvationen(A + 2I)X = 0. Med Gauss’ metod får vi,



 10 10 0
−5 −5 0





r2 ← r2 + 1

2
r1

∼



 10 10 0
0 0 0





Av detta ser vi att om vi v̈aljer x2 = 1 så får vi ur ekvationen10x1 + 10x2 = 0 lösningen

x1 = −1. Som egenvektor kan vi alltså väljaX2 =

[

−1
1

]

.

6. (4p) Antag attA är en s̊adan kvadratisk matris attA:s egenv̈arden ḧor till mängden{0, 1}.
Följer det alltid av detta eller bara under vissa tilläggsvillkor (vilka i s̊a fall) att A2 = A?
Motivera ditt svar.

Lösning:Om vi väljer A =

[

0 1
0 0

]

så är egenv̈ardena elementen på diagonalen (eftersom ma-

trisenär övertriangul̈ar), dvs.0. En r̈akning visar att

A2 =

[

0 1
0 0

] [

0 1
0 0

]

=

[

0 0
0 0

]

= 0 6= A.

Om man d̈aremot antar attA kan diagonaliseras, dvs. man kan bilda en matrisV av A:s
egenvektorer s̊a att V är inverterbar, d̊a är A = V DV −1 där D är en diagonalmatris med
egenv̈ardena0 och/eller1 på diagonalen och i detta fall får man

A2 = V DV −1V DV −1 = V DIDV −1 = V D2V −1 = V DV −1 = A,

eftersomD2 = D vilket är en f̈oljd av attλ2 = λ omλ ∈ {0, 1}.


