To appear in Avtomatika i Telemehanika

Shodimost~ iteracionno$i procedury s nepolnymi korrekciØmi; sluqa$i

samosoprØßennyh operatorov

d-r T. �$irola

Tehnologiqeski$i universitet g. Hel~sinki, FinlØndiØ

IzuqaetsØ bystrota shodimosti iteracionno$i procedury s nepolnymi korrekciØmi dlØ line$inyh sistem s samosoprØßennymi operatorami.

1 Vvedenie

RassmatrivaetsØ line$inaØ sistema x = Ax + b. (1) Zdes~ A – line$iny$i operator, de$istvu¸wi$i v nekotorom gil~bertovom prostranstve H. �lement b ∈ H fiksirovan.

Odnovremenno s sistemo$i (1) rassmatrivaetsØ dinamiqeskaØ sistema

x_{n+1} = Ax_n + b, n = 0, 1, 2 . . . . (2) Iteracionnye posledovatel~nosti (2) (sm.[1]) voznika¸t pri rexenii uravneniØ (1) metodom obyqnyh iteraci$i. S drugo$i storony, sistemy (2) qasto ispol~zu¸tsØ kak matematiqeskie modeli funkcionirovaniØ nekotoryh real~nyh ob¨ektov.

Veliqinu Δ_n = Ax_n + b − x_n nazyva¸t nevØzko$i. Formuly (2) moßno zapisat~ v vide

x_{n+1} = x_n + Δ_n, n = 0, 1, 2, . . . . (3) RexeniØ uravneniØ (1) – ffto sostoØniØ ravnovesiØ dinamiqesko$i sistemy (2). Odna iz osnovnyh problem zakl¸qaetsØ v opredelenii uslovi$i, pri kotoryh posledovatel~nosti (2) shodØtsØ k sostoØniØm ravnovesiØ

(v zadaqah vyqislitel~no$i matematiki – k rexeniØm uravneniØ (1)). Esli ρ(A) – ffto spektral~ny$i radius operatora A, to uslovie ρ(A) < 1 (4) odnovremenno obespeqivaet edinstvennost~ sostoØniØ ravnovesiØ i shodimost~ k fftomu sostoØni¸ ravnovesiØ posledovatel~nosti (2).

Ravenstva (3) pozvolØ¸t rassmatrivat~ nevØzki Δ_n kak korrekcii, vvodimye v sostoØnie x_n pri perehode k posledu¸wemu sostoØni¸ x_{n+1} (sm.[1]). V rØde sluqaev (sm.[1]) korrekciØ vvoditsØ lix~ qastiqno. Naprimer, esli x_n – ffto koneqnomerny$i vektor ili nekotoraØ funktsiØ, to pri vvedenii korrekci$i mogut byt~ izvestny lix~ nekotorye komponenty vektora Δ_n ili, sootvetstvenno, znaqeniØ funkcii Δ_n lix~ na nekotoro$i qasti oblasti ee opredeleniØ – v fftih sluqaØh moßno pytat~sØ ispol~zovat~ izvestnu¸ nepolnu¸ informaci¸ o nevØzke Δ_n. Krome fftogo, vvedenie izvestnyh korrekci$i Δ_n moßet trebovat~ znaqitel~nyh material~nyh ili kakih-libo drugih rashodov – ffto takße privodit k neobhodimosti ispol~zovaniØ ne vse$i nevØzki Δ_n. V matematiqesko$i formalizacii opisannye situacii privodØt k otliqnym ot (3) iteracionnym proceduram

x_{n+1} = x_n + D_nΔ_n = x_n + D_n(Ax_n + b − x_n), n = 0, 1, . . . . (5) Zdes~ D_n – nekotorye operatory, o kotoryh moßno v razumnom smysle govorit~, qto oni men~xe ediniqnogo operatora.

Analogiqnye (5) formuly voznika¸t v usloviØh, kogda line$inoe uravnenie (1) rexa¸t special~nymi metodami, ne sovpada¸wimi s obyqnymi iteraciØmi (2). K takim metodam otnosØtsØ obyqnye i bloqnye metody Ze$idelØ (sm., naprimer, [2], [3], [4], [5]). Otmetim takße, qto k vidu (5) privodit analiz usto$iqivosti rassinhronizovannyh impul~snyh sistem (sm. [6], [7], [8]).

V nastoØwe$i rabote rassmatrivaetsØ sistema (5), v kotoro$i line$iny$i operator A samosoprØßen i udovletvorØet uslovi¸ (4). Operatory D_n predpolaga¸tsØ line$inymi, samosoprØßennymi i neotricatel~no opredelennymi, priqem spektr σ(D_n) kaßdogo operatora D_n udovletvorØet vkl¸qeni¸ σ(D_n) ⊂ [0, 1] , n = 0, 1, 2, . . . . (6) 2 Osnovno$i rezul~tat

Qerez ⟨·, ·⟩ i | · | oboznaqa¸tsØ, sootvetstvenno, skalØrnoe proizvedenie i norma v prostranstve H.

Teorema. Pust~ line$inye samosoprØßennye operatory A , D_n ,

n = 0, 1, 2, . . ., udovletvorØ¸t usloviØm (4), (6). Pust~ moßno ukazat~ taku¸ vozrasta¸wu¸ posledovatel~nost~ nomerov {n_j}^∞_{j=1} i taku¸ posledovatel~nost~ neotricatel~nyh qisel {δ_j }^∞_{j=1} , qto vypolneny sootnoxeniØ

i) max n_j ≤i<n_{j+1} ⟨ D_ix, x⟩ ≥ δ_j |x|^2 dlØ vseh x i j

ii) ∞∑ j=1 δ_j n_{j+1} − n_j = ∞ . Togda iteracii (5) shodØtsØ k rexeni¸ uravneniØ (1).

Dokazatel~stvo vyneseno v priloßenie. V silu ocenki ⟨D_ix, x⟩ = |D_ix|^2 + ⟨(I − D_i)D_ix, x⟩ ≥ |D_ix|^2 (7) iz ffto$i teoremy vytekaet sledu¸wee prostoe

Sledstvie. Pust~ vypolneny usloviØ (4),(6). Pust~ moßno ukazat~

taku¸ vozrasta¸wu¸ posledovatel~nost~ nomerov {n_j }^∞_{j=1} i taku¸ posledovatel~nost~ neotricatel~nyh qisel {μ_j}^∞_{j=1}, qto spravedlivy usloviØ j) max n_j ≤i<n_{j+1} |Dix| ≥ μj |x| dlØ vseh x i j jj) ∞∑ j=1 μ^2_j n_{j+1} − n_j = ∞ . Togda iteracii (5) shodØtsØ k rexeni¸ uravneniØ (1).

V svØzi s privedenno$i teoremo$i voznikaet vopros o tom, nel~zØ li uslovie (ii) zamenit~ menee ograniqitel~nym usloviem ∞∑ j=1 δ_j (n_{j+1} − n_j)^γ = ∞, (8) gde γ ∈ [0, 1). Otvet na fftot vopros otricatel~ny$i. Opisanie sootvetstvu¸wego primera soderßitsØ v priloßenii.

3 Priloßenie

1. Dokazatel~stvo teoremy. Oboznaqim qerez x^∗ sostoØnie ravnovesiØ dinamiqesko$i sistemy (2). Kak uße otmeqalos~, iz (4) vytekaet edinstvennost~ sostoØniØ ravnovesiØ (edinstvennost~ rexeniØ uravneniØ (1)). Niße ispol~zu¸tsØ oboznaqeniØ

u_n = (I − A)^{12} (x_n − x^∗) . (9) Zdes~ (I − A)^12 – ffto poloßitel~no opredelenny$i samosoprØßenny$i kvadratny$i koren~ iz poloßitel~no opredelennogo operatora I − A. Iz toßdestva

u_{n+1} = (I − A)^{12} [x_n + D_n(Ax_n + b − x_n − Ax^∗ − b + x^∗) − x^∗] =

= u_n − (I − A)^{12} D_n(I − A)(x_n − x^∗) = (I − B_n)u_n ,

vytekaet, qto

u_{n+1} = (I − B_n)u_n,

(10)

gde B_n = (I − A)^12 D_n(I − A)^12 – samosoprØßenny$i operator, dlØ spektra

σ(B_n) kotorogo spravedlivo vkl¸qenie σ(B_n) ⊂ [0, 2 − ε] ; zdes~ ε = 1 − ‖A‖ > 0. V silu (10) posledovatel~nost~ |u_n| ne vozrastaet. DlØ dokazatel~stva teoremy dostatoqno pokazat~, qto |u_n| → 0. Osnovnu¸ rol~ pri dokazatel~stve igraet sledu¸wee utverßdenie.

Lemma 1. Pri kaßdom k ≥ n spravedliva ocenka

|u_{k+1}|^2 ≤ e −^{εδ} 2π(k−n)+π |un|2 . (11) gde δ = ⟨B_ku_n, u_n⟩ |u_n|^2 . (12)

De$istvitel~no, pust~ lemma 1 verna. Tak kak | |(I − A)^{12} u | | ≥ √ ε |u| i ⟨B_iu, u⟩ = ⟨ D_i(I − A)^{12} u, (I − A)^{12} u ⟩ , to max n_j ≤i<n_{j+1} ⟨ B_iu, u⟩ ≥ εδ_j |u|^2 ,

i na$idetsØ takoe k ∈ [n_j , n_{j+1}), qto ⟨ B_ku_{nj} , u_{nj} ⟩ ≥ εδ_j | |u_{nj} | | 2 . Iz lemmy 1 budet vytekat~ ocenka | |u_{nj+1} | |2 ≤ |u_{k+1}|^2 ≤ e −^{ε2δj} 2π(k−n_j)+π | |u_{nj} | |2 ≤ e −^{ε2δj} 2π(n_{j+1}−n_j )+π | |u_{nj} | |2 . Pofftomu |u_{nm} |^2 ≤ m∏ j=1 e − ε^2δ_j 2π(n_{j+1}−n_j)+π |u n_1 | 2 i, tak kak,_{∞∑} j=1 ε^2δ_j 2π(n_{j+1} − n_j) + π ≥ ε^2 3π ∞∑ j=1 δ_j n_{j+1} − n_j = ∞ to |u_n| → 0 . Itak, ostalos~ dokazat~ lemmu 1. Poloßim

ρ = 1 − ε 2 , j = k − n, cos ϕ = ⟨u_n, u_k⟩ |u_n| |u_k| , 0 ≤ ϕ ≤ π. Dokazatel~stvo lemmy 1 opiraetsØ na sledu¸wie dva utverßdeniØ.

Lemma 2. Spravedliva ocenka |u_k| ≤ η(ϕ/j)j |u_n| , (13) gde η(t) := ε 2 cos(t) + √ 1 − ε + ( ε 2 cos(t))^2 .

Lemma 3. Esli sin ϕ ≤ sin ψ :=^{√ δ}_{2ρ} , to verna ocenka |(I − B_k)u_k|^2 ≤ ( 1 − 2ερ sin^2(ψ − ϕ) ) |u_k|^2 . (14)

Dokazatel~stvo lemmy 2. Vnaqale dokaßem neravenstvo |u_{i+1}| ≤ η(τ_i) |u_i| . (15)

gde qerez τ_i oboznaqen ugol meßdu vektorami u_i i u_{i+1}. Poskol~ku spektr operatora ρI − B_i prinadleßit otrezku [−ρ, ρ], to | | |u_{i+1} − ε 2 u_i | | | = |ρu_i − B_iu_i| ≤ (1 − ε 2 ) |u_i| .

Ots¸da vytekaet neravenstvo |u_{i+1}|^2 − ε cos(τ_i) |u_{i+1}| |u_i| ≤ (1 − ε) |u_i|^2 i, sledovatel~no,

|u_{i+1}| ≤ (^ε_2 cos(τ_i) + √ 1 − ε + (^ε_2 cos(τ_i))^2 ) |u_i| .

Neravenstvo (15) dokazano.

V silu (15) spravedliva ocenka |u_k| ≤ exp{ k−1∑ i=n f(τ_i)} |u_n| , (16)

gde f(τ) = log η(τ). Na$idem veliqinu

α = max{ j∑ i=1 f(β_i) | β_i ∈ [0, π] , i = 1, . . . , j , j∑ i=1 β_i ≥ ϕ } . Poloßim s(t) = √ 1 − ε + (^ε_2 cos(t))^2 .

Togda

f^′(t) = − ε sin t s(t) , f^{′′}(t) = − ε(2 − ε)^2 cos t s(t)^3 . FunkciØ f^′(t) otricatel~na pri t ∈ (0, π) , pofftomu maksimum summy ∑j i=1 f(β_i) dostigaetsØ pri ∑j i=1 β_i = ϕ . Predpoloßim vnaqale , qto β_i ∈ [0, π/2], i = 1, . . . , j . Togda v silu neravenstva f^{′′}(t) < 0 pri t ∈ [0, π/2] j∑ i=1 f(β_i) ≤ j∑ i=1 [f(ϕ/j) + f^′(ϕ/j)(β_i − ϕ/j)] = = jf(ϕ/j) + f^′(ϕ/j)( ∑ i β_i − ϕ) = jf(ϕ/j) . Ots¸da v silu (16) sleduet neravenstvo (13).

Rassmotrim teper~ sluqa$i, kogda maksimiziru¸wi$i nabor {β_i} soderßit qislo β ∈ (π/2, ϕ]. Togda spravedlivy ocenki ϕ − β j − 1 ≤ ϕ − β ≤ π − β < π 2 . Pofftomu d dβ [f(β) + (j − 1)f(^{ϕ−β}_{j−1} )] = f^′(β) − f^′(^{ϕ−β}_{j−1} ) ≤ f^′(β) − f^′(π − β) = 0 ,

priqem ravenstvo dostigaetsØ tol~ko pri ϕ = π i j = 2. V fftom trivial~nom sluqae utverßdenie lemmy 2 neposredstvenno sleduet iz (13). Lemma dokazana.

Dokazatel~stvo lemmy 3. Pust~ v – ediniqny$i vektor, sovpada¸wi$i po napravleni¸ s vektorom u_k, t.e. v = (cu_n + su^′_n)/ |u_n| , gde c = cos ϕ, s =

sin ϕ i u^′_n ⊥ u_n . Togda

|u_{k+1}|^2 = |u_k|^2 − 2 ⟨B_ku_k, u_k⟩ + |B_ku_k|^2 = = |u_k|^2 − ε ⟨B_ku_k, u_k⟩ + ⟨B_k(B_k − 2 + ε)u_k, u_k⟩ ≤ (17) ≤ (1 − ε ⟨B_kv, v⟩) |u_k|^2 . Ocenim snizu skalØrnoe proizvedenie ⟨B_nv, v⟩. Poloßim g(γ, β) := ⟨B_nv, v⟩ = c^2δ + 2csγ + s^2β = [ c s ] [ δ γ γ β ] [ c s ] , gde γ = ⟨B_ku_n, u^′_n⟩ / |u_n|^2 , β = ⟨B_ku^′_n, u^′_n⟩ / |u_n|^2 . Poskol~ku sobstvennye znaqeniØ matricy [ δ γ γ β ] prinadleßat otrezku

[0, 2ρ], spravedlivy ocenki γ^2 ≤ δβ , γ^2 ≤ (2ρ − δ)(2ρ − β) . Na$idem minimum funkcii g(γ, β) v vypuklo$i oblasti γ^2/δ ≤ β ≤ 2ρ − γ^2/(2ρ − δ) , γ^2 ≤ δ(2ρ − δ) . V silu line$inosti funkcii g(γ, β) po peremenno$i β poluqim

min_β g(γ, β) = g(γ, γ^2/δ) = s^2 δ ( c s δ + γ)^2 .

Predpoloßenie sin ϕ ≤ sin ψ =^{√ δ}_{2ρ} ffkvivalentno neravenstvu

c^2 s^2 δ^2 ≥ δ(2ρ − δ) , iz kotorogo vytekaet, qto min g(γ, γ^2/δ) dostigaetsØ v toqke γ = −^√δ(2ρ − δ) . Takim obrazom,

min g(γ, β) = ( c √ δ − s √ 2ρ − δ )^2 = 2ρ sin^2(ψ − ϕ)

i dlØ skalØrnogo proizvedeniØ ⟨B_kv, v⟩ spravedliva ocenka ⟨B_kv, v⟩ ≥ 2ρ sin^2(ψ − ϕ). PodstavlØØ ffto neravenstvo v (17) poluqim (14). Zametim, qto pri

sin ϕ ≥ √ δ 2ρ veliqina ⟨B_kv, v⟩ moßet ravnØt~sØ 0. Lemma 3 dokazana.

Pere$idem k dokazatel~stvu lemmy 1. V silu lemm 2 i 3 verna ocenka |u_{k+1}|^2 ≤ max_{0≤ϕ≤π} ζ(ϕ) |u_n|^2 = max_{0≤ϕ≤ψ} ζ(ϕ) |u_n|^2 , gde ζ(ϕ) := η(ϕ/j)2j ( 1 − 2ερ sin^2(ψ − ϕ) ) . Poskol~ku η(t) ≤ ε 2 cos(t) + √ 1 − ε + ( ε 2 )^2 = 1 −^ε_2 (1 − cos(t)) ,

to, v silu neravenstva log(1 − x) ≤ −x , spravedlivo sootnoxenie

ζ(ϕ) ≤ e−ε [j(1 − cos(ϕ/j)) + 2ρ sin^2(ψ − ϕ)] .

Ispol~zuØ ocenki cos t ≤ 1 − t^2/π , sin t ≥ 2t/π pri t ∈ [0, π/2] , poluqim ζ(ϕ) ≤ e−ε [ ϕ^2

πj +^{8ρ}_{π2} (ψ − ϕ)^2] ≤ e−^{8ερ}_{π2+8πρj} arcsin ( √_{δ/2ρ} )^2 ≤ ≤ e−^{4εδπ2+8πρj} ≤ e−^{εδπ+2πρj} , otkuda vytekaet (11). Lemma 2 (a s ne$i i teorema) dokazana.

2. Primer. Niße rassmatrivaetsØ primer v ploskosti R^2, pokazyva¸wi$i, qto uslovie ii) privedenno$i v paragrafe 2 teoremy ne moßet byt~ zameneno bolee slabym usloviem ∑ j δ_j (n_{j+1} − n_j)^γ = ∞ (18)

gde γ ∈ [0, 1) . V kaqestve D_n ispol~zu¸tsØ operatory proektirovaniØ na odnomernoe podprostranstvo l_n ploskosti R^2, kotoroe povoraqivaetsØ pri izmenenii n .

Pust~ H = R^2 , A = 0 , b = 0 . Takim obrazom, rassmatrivaetsØ iteracionnaØ procedura

x_{n+1} = x_n − D_nx_n

(19)

dlØ uravneniØ x = 0. Togda B_n = D_n i u_n = x_n . Ukaßem naqal~ny$i vektor x_0 i postroim posledovatel~nosti n_j i D_n, dlØ kotoryh vypolneny max n_j ≤i<n_{j+1} ⟨ D_i, x, x⟩ ≥^1_2 |x|^2 pri vseh x ∈ R^2 i j

(20) 1 2 ∑ j 1 (n_{j+1} − n_j)^γ = ∞ (21)

inf |x_n| > 0 , t.e. x_n ↛ x^∗ .

(22)

Fiksiruem proizvol~ny$i ugol ϕ ∈ [0, π/2] i poloßim

D_ϕ = [ sin^2 ϕ sin ϕ cos ϕ sin ϕ cos ϕ cos^2 ϕ ] . Spektrom D_ϕ ØvlØetsØ para {0, 1} . Pri u = [ 1 0 ] , u − D_ϕu = [ cos^2 ϕ sin ϕ cos ϕ ]

i, sledovatel~no, ugol meßdu vektorami u i u − D_ϕu raven ϕ .

Analogiqno, dlØ proizvol~nogo u = [ u^1 u^2 ] poloßim

D_{ϕ,u}u = sin^2ϕ u + sin ϕ cos ϕ v D_{ϕ,u}v = sin ϕ cos ϕ u + cos^2ϕ v .

gde v = [ −u^2 u^1 ] . Operator I−D_{ϕ,u} ØvlØetsØ proektorom na prØmu¸, sostavlØ- ¸wu¸ ugol ϕ s vektorom u .

Pust~ γ ∈ [0, 1) , a m_j ≥ 2 , j = 1, 2, . . . – proizvol~naØ posledovatel~- nost~ natural~nyh qisel, udovletvorØ¸waØ sootnoxeniØm ∞∑ j=1 m^{−1}_j < ∞ , ∞∑ j=1 m^{−γ}_j = ∞ (23)

(naprimer m_j – naimen~xee natural~noe qislo, takoe qto m_j ≥ (1 +

j)^{1/γ} ). Poloßim n_1 = 0 ,

n_2 = n_1 + 2m_1 , k_1 = n_1 + m_1 , ϕ_1 = π 2m_1 . DlØ opredeleniØ operatorov D_i i iteraci$i u_i pri i = n_1, . . . , k_1 − 1 vospol~zuemsØ rekkurentnymi formulami

u_0 = [ 1 0 ] , D_0 = D_{ϕ1,u0} , u_1 = u_0 − D_0u_0

D_i = D_{ϕ1,ui} , u_{i+1} = u_i − D_iu_i , i = n_1, . . . , k_1 − 1 .

Togda

u_{k1} = (cos ϕ_1)^{m1} [ 0 1 ] , D_{k1−1} = [ 1 0 0 0 ] . Prodolßim postroenie posledovatel~nosti D_i pri i = k_1, . . . , n_2 − 1 , polagaØ

D_i = D_{ϕ1,ui} , u_{i+1} = u_i − D_iu_i .

Pri fftom poluqim

u_{n2} = −(cos ϕ_1)^{2m1} [ 1 0 ] , D_{n2−1} = [ 0 0 0 1 ] . Ots¸da sleduet

u_{n2} = −(cos^π_{2m1} )^{2m1} u_{n1} , n_2 − n_1 = 2m_1 , i max n_1≤i<n_2 ⟨ D_i, x, x⟩ ≥ max (⟨D_{k1−1}, x, x⟩ , ⟨D_{n2−1}, x, x⟩) ≥^1_2 |x|^2 . PolagaØ

n_{j+1} = n_j + 2m_j , ϕ_j = π 2m_j , i prodolßaØ postroenie posledovatel~nosti D_i analogiqno tomu, kak ffto delalos~ vyxe, poluqim

u_{nj+1} = −(cos^π_{2mj} )^{2mj} u_{nj} , n_{j+1} − n_j = 2m_j i max n_j ≤i<n_{j+1} ⟨ D_i, x, x⟩ ≥^1_2 |x|^2 . Iz neravenstv

cos t ≥ 1 − t^2/2 , log(1 − t) ≥ t c log(1 − c)

gde c = π^2/32 , t ∈ [0, c] , vyteka¸t ocenki | |u_{nj+1} | | = j∏ k=1 (cos^π_{2mk} )^{2mk} ≥ j∏ k=1 (1 −^{π2}_{8m2k} )^{2mk} = = e ∑j k=1 2m_k log(1 −^{π2}_{8m2k} ) ≥ ≥ e ∑j k=1 8 m_k log(1 − c) ≥ (1 − c) ∑∞ k=1 8/m_k > 0 . S drugo$i storony, ∑ j≥1 (n_{j+1} − n_j)^{−γ} = ∑ j≥1 (2m_j)^{−γ} = ∞ .

Takim obrazom, vypolneny vse usloviØ (20),(21),(22).

Na risunke izobraßena posledovatel~nost~ u_i, i = 0, 1, 2, . . . dlØ sluqaØ

γ = 1/2 (m_i = (2 + i)^2 = 4, 9, 16, 25, . . .).

Zameqanie. V sluqae, kogda A – samosoprØßenny$i sßima¸wi$i operator v koneqnomernom prostranstve, a vse matricy D_n diagonal~ny, moßno pokazat~, qto iteracii (5) shodØtsØ, esli pri vseh x vypolneno uslovie_∑ i ⟨D_ix, x⟩ = ∞. (24)

Avtor blagodaren M. A. Krasnosel~skomu i D. I. Raqinskomu za obsußdenie i sovety.

Literatura

[1] Krasnosel~ski$i, A.M., Krasnosel~ski$i, M.A., Kuznecov, N.A.// DAN, 318 (1991), 291-294

[2] Bertsekas, D. P., and Tsitsiklis, J. N., Parallel and distributed computation.

Prentice-Hall, New Jersey, 1987.

[3] Faddeeva, V.N., Faddeev, D.K.// Kibernetika, (1977), no. 6,

[4] Faddeeva, V.N., Faddeev, D.K. Vyqislitel~nye metody line$ino$i algebry. Moskva, Fizmatgiz, (1963)

[5] Robert F. Discrete iterations. A Metric Study. Springer, Berlin (1986).

[6] Asarin, E.A., KozØkin, V.S., Krasnosel~ski$i, M.A., Kuznecov, N.A. Analiz usto$iqivosti rassinhronizovannyh diskretnyh sistem. Moskva, Nauka, (1992)

[7] Krasnosel~ski$i, A.M., // Avtomatika i telemehanika, (1985), no. 11,

170–171.

[8] Eirola, T., Krasnosel’skii, A. M., Krasnosel’skii, M. A., Kuznetsov, N. A., and Nevanlinna, O., Incomplete Corrections in Nonlinear Problems, Helsinki Univ. Techn., Math. Report A318 (1993)